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随机利率下带干扰的双复合 Poisson-Geometric 过程
双险种风险模型的破产概率研究
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摘　 要:随着保险公司业务不断扩张和实际情况的日益复杂化,经典风险模型已经不

能准确描述保险营运的实际过程;本文在已有模型的基础上将随机利率和干扰因素

融入模型中,将模型推广为保费过程和索赔过程均为复合 Poisson-Geometric 风险模

型,利用期望方法和切比雪夫不等式得到该风险模型的调节系数、破产概率表达式和

Lundberg 上界。
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A Study on Bankruptcy Probability of Double-Risk Risk Model of
Bicompound Poisson-Geometric Process with Interference

Under Random Interest Rate
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Abstract:With the business expansion of insurance companies and the increasing complex-
ity of the actual situation, the classical risk model has been unable to accurately describe
the actual process of insurance operation. Based on the existed model, this paper
integrates stochastic interest rate and interference factors into the model, and extends the
model as a compound Poisson-Geometric risk model for both premium process and claim
process. The adjustment coefficient, bankruptcy probability expression and Lundberg
upper bound of the risk model are obtained by using expectation method and Chebyshev in-
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equality.
key words:random interest rate;compound Poisson-Geometric process;risk model;bank-
ruptcy probability

0　 引　 言

风险是现代金融的一个本质特征[1]。 风险

模型中的破产概率是金融与保险精算学的研究热

点[2];文献[3]研究了经典风险模型调节系数不

存在,索赔次数并不完全服从 Poisson 分布;F. Du-
fresne 和 H. U. Gerber[4]研究了经典模型存在随机

的干扰因素的情况,并针对这一现象建立保险模

型,得出了破产概率;J. Cai 和 H. Yang[5]研究了带

利率下的随机扰动复合 Poisson 过程风险模型,直
到今日,这些结果依然具有重要地位和参考价值,
许多学者在其结果上拓展研究。 文献[1,6]介绍

了经典的风险模型和研究方法;在保险公司推出

免赔额制度后,毛泽春,刘锦萼等[7] 引入了描述

索赔的 Poisson-Geometric 过程,文献[8-9]是将索

赔从复合 Poisson 过程推广到复合 Poisson-Geo-
metric 过程,同时得出来模型的破产概率;其中文

献[2,10],给出了复合 Poisson-Geometric 过程的

性质,将干扰因素引入后,得到了模型的破产概

率,并估计了上界;文献[5,11-16]中都是将利率

因素考虑在风险模型中,在文献[11]中利率被定

义为常值,但实际情况并非如此,在[5,11,14-16]
在随机利率的基础上,从单险种、双险种、复合

Poisson 过程的角度进行了阐述和研究,其中文献

[13]是从双险种推广为复合 Poisson-Geometric 过

程。 本文将随机利率因素引入风险模型中,考虑

干扰因素,将保费收入和理赔额均为复合 Poisson
过程推广为保费收入和理赔额均为双复合

Poisson-Geometric 过程,利用期望理论和契比谢

夫不等式等得到了该模型相应的调节系数、破产

概率以及破产概率上界。

1　 基础知识

定义 1[1] 　 设公司的初始资本 u,u > 0。

∑
M( t)

i = 1
X i 为保费的收入过程,∑

N( t)

j = 1
Y j 为索赔过程;其中

M( t) 为到时刻 t为止的保单个数,N( t) 为到时刻

t 为止的理赔次数。

U( t) = u + ∑
M( t)

i = 1
X i - ∑

N( t)

j = 1
Y j = u + S( t) (1)

{U( t),t>0}称为盈余过程。

为了公司正常运转一般要求保费收入大于总

理赔额,由公式(1)即

∑
M( t)

i = 1
X i > ∑

N( t)

i = 1
Y j

i = 1,2,…,M( t);j = 1,2,…,N( t)。 (2)
　 　 定义 2[1] 　 称满足条件

E ∑
M( t)

i = 1
X i[ ] = (1 + θ)E ∑

N( t)

i = 1
Y j[ ]

i = 1,2,…,M( t);j = 1,2,…,N( t) (3)
的 θ(θ>0)为相对安全负荷系数。

定义 3[3]

T = inf{ t:U( t) < 0} (4)
称为首次破产时刻。

定义 4[1] 　 记

ψ(u,t) = Pr[U( t) < 0,t < ∞],t > 0 (5)
称为有限时间内的破产概率。

定义 5[7] 　 母函数 G( t) = exp λ( t - 1)
1 - ρt

é

ë
êê

ù

û
úú ,

λ > 0,0≤ ρ < 1 所对应的分布为复合 Poisson-Ge-
ometric 分布,记为 PG(λ,ρ);其中设 λ>0,0≤ρ<1,
称{ N ( t ); t ≥ 0 } 为 参 数 λ, ρ 复 合 Poisson-
Geometric 过程,如果满足:

(1)N(0)= 0;
(2){N( t),t≥0}具有独立平稳增量;
(3)对 t>0 有 N( t) ~ PG(λt,ρ);而且

E[N( t)] = λt
1 - ρ

Var[N] = λt(1 + ρ)
(1 - ρ) 2 (6)

　 　 定义 6[2] 　 设 Y( t) = ∑
M( t)

i = 1
X i,其中{N( t);t ≥

0} 为复合 Poisson-Geometric 过程;X i 之间独立同

分布,而且与{N( t)}独立。 称为双复合 Poisson-
Geometric。 设 X i 的矩母函数为 MX( r),并且每次

X i≥0,具有以下结论:
(1){Y( t),t≥0}具有独立平稳增量;
(2)N( t),Y( t)的矩母函数分别为:

MN( t)( r) = exp λt(er - 1)
1 - ρer

é

ë
êê

ù

û
úú

MY( t)( r) = exp
λt(Mx( r) - 1)
1 - ρMx( r)

é

ë
êê

ù

û
úú 。 (7)
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2　 模型的定义

定义 7　 本文研究如下模型:
U( t) = u(1 + A) + S( t)

S( t) = (1 + A) ∑
M1( t)

i = 1
X(1)

i + ∑
M2( t)

i = 1
X(2)

i( ) -

∑
N1( t)

i = 1
Y(1)

i + ∑
N2( t)

i = 1
Y(2)

i( ) + σW( t)。 (8)

其中:
(1) S( t) 为损益过程;
(2)u 为保险公司的初始资本,A 为随机利率

且 E(A) = a 且 a > 0;
(3)M1( t),M2( t) 分别为 X(1),X(2) 到时刻 t

为止的保单个数;且假定 M1( t) ~ PG(λ1 t,ρ1),
M2( t) ~ PG(λ2 t,ρ2);

(4)X i
(1),X i

(2) 分别为第 i 张保单的保费;
(5)N1( t) ,N2( t) 为到时刻 t 为止的理赔

次数;且假定 N1( t) ~ PG(λ3 t,ρ3) ,N2( t) ~
PG(λ4 t,ρ4) ;

(6)Yi
(1),Yi

(2) 分别为第 i 张理赔的金额;
(7)σ 为干扰系数,W( t) 为标准的正态分布

的布朗运动;
(8)X i

(1),X i
(2),Yi

(1),Yi
(2),M1( t),M2( t),

W( t) 相互独立。
为保证公司的正常运行,需要单位时间内的

平均保费收入大于平均理赔额,即 E(S( t)) > 0,
可以算出本模型的相对安全负荷系数为 θ。

设:
E(X(1)) = α1,E(X(2)) = α2,

E(Y(1)) = β1,E(Y(2)) = β2,

E(S( t)) = E [(1 + A) ∑
M1( t)

i = 1
X(1)

i + ∑
M2( t)

i = 1
X(2)

i( ) -

∑
N1( t)

i = 1
Y(1)

i + ∑
N2( t)

i = 1
Y(2)

i( ) + σW( t) ] =

(1 + a){E[M1( t)] × E[X(1)] +

E[M2( t)] × E[X(2)]} -

E[N1( t)] × E[Y(1)] -

E[N2( t)] × E[Y(2)] =

(1 + a)
λ1 t

1 - ρ1
α1 + λ2 t

1 - ρ2
α2( ) -

λ3 t
1 - ρ3

β1 + λ4 t
1 - ρ4

β2( ) =

[(1 + a)
λ1

1 - ρ1
α1 + λ2

1 - ρ2
α2( ) -

λ3

1 - ρ3
β1 + λ4

1 - ρ4
β2( ) ]·t > 0

相对负荷系数为:

θ =
(1 + a)

λ1

1 - ρ1
α1 + λ2

1 - ρ2
α2( )

λ3

1 - ρ3
β1 + λ4

1 - ρ4
β2

- 1 > 0。

(9)

3　 主要结论

引理 1 对于损益过程 {S( t),t ≥ 0},存在函
数 g( r),使得 E(e -rS( t)) = erg( r)。

证明:

E(e -rS( t)) = E [ exp { - r [(1 + A) (∑
M1( t)

i = 1
X(1)

i +

∑
M2( t)

i = 1
X(2)

i ) - ∑
N1( t)

i = 1
Y(1)

i + ∑
N2( t)

i = 1
Y(2)

i( ) +

σW( t) ] } ] = E [ exp [ - r(1 + A) ×

(∑
M1( t)

i = 1
X(1)

i + ∑
M2( t)

i = 1
X(2)

i ) ] ] +

E [ exp [ r ∑
N1( t)

i = 1
Y(1)

i + ∑
N2( t)

i = 1
Y(2)

i( ) ] +

E(σW( t)) = exp { (1 + a) ×

[λ1 t(MX(1)( - r) - 1)
1 - ρ1MX(1)( - r)

+

λ1 t(MX(2)( - r) - 1)
1 - ρ1MX(2)( - r) ] +

[λ3 t(MY(1)( r) - 1)
1 - ρ3MY(1)( r)

+

λ4 t(MY(2)( r) - 1)
1 - ρ4MY(2)( r)

] + 1
2
r2σ2 t } =

exp{ [(1 + a) [λ1(MX(1)( - r) - 1)
1 - ρ1MX(1)( - r)

+

λ1(MX(2)( - r) - 1)
1 - ρ1MX(2)( - r) ] +

[λ3(MY(1)( r) - 1)
1 - ρ3MY(1)( r)

+

λ4(MY(2)( r) - 1)
1 - ρ4MY(2)( r)

] +

1
2
r2σ2 ] t } = exp[g( r) t]
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令

ϕX(1)( - r) = λ1(MX(1)( - r) - 1)
1 - ρ1MX(1)( - r)

,

ϕX(2)( - r) = λ1(MX(2)( - r) - 1)
1 - ρ1MX(2)( - r)

,

φY(1)( r) = λ3(MY(1)( r) - 1)
1 - ρ3MY(1)( r)

,

φY(2)( r) = λ4(MY(2)( r) - 1)
1 - ρ4MY(2)( r)

所以

g( r) = (1 + a)[ϕX(1)( - r) + ϕX(2)( - r)] +

[φY(1)( r) + φY(2)( r)] + 1
2
r2σ2。 (10)

引理 2　 对于方程 g( r)= 0 在 r∈(0,+∞ )上有唯

一正解 R,称此为调节系数。
证明　 显然 g(0)= 0;
当 r→+∞,g( r)→+∞ ,只需证明公式(10)中

g( r)在 r∈(0,+∞ )时为严格下凸函数即可。
g( r) = (1 + a)[ϕX(1)( - r) + ϕX(2)( - r)] +

[φY(1)( r) + φY(2)( r)] + 1
2
r2σ2

g′( r) = - (1 + a)[ϕ′X(1)( - r) + ϕ′X(2)( - r)] +
[φ′Y(1)( r) + φ′Y(2)( r)] + rσ2

g′(0) = - (1 + a)[ϕ′X(1)(0) + ϕ′X(2)(0)] +
[φ′Y(1)(0) + φ′Y(2)(0)] =

- (1 + a)
λ1E[X(1)]

1 - ρ1

+ λ2E[X(2)]
1 - ρ2

( ) +

λ3E[Y(3)]
1 - ρ3

+ λ4E[Y(4)]
1 - ρ4

( ) =

- (1 + a)
λ1α1

1 - ρ1

+ λ2α2

1 - ρ2
( ) +

λ3β1

1 - ρ3

+ λ4β2

1 - ρ4
( ) < 0。

所以

g″( r) = (1 + a)[ϕ″X(1)( - r) + ϕ″X(2)( - r)] +
[φ″Y(1)( r) + φ″Y(2)( r)] + σ2

g″(0) = (1 + a)[ϕ″X(1)(0) + ϕ″X(2)(0)] +
[φ″Y(1)(0) + φ″Y(2)(0)] + σ2 =

(1 + a) [λ1E[(X(1)) 2] + 2λ1ρ1

1 - ρ1

+

λ2E[(X(2)) 2] + 2λ2ρ2

1 - ρ2
] +

[λ3E[(Y(1)) 2] + 2λ3ρ3

1 - ρ3

+

λ4E[(Y(2)) 2] + 2λ4ρ4

1 - ρ4
] + σ2 > 0

故 g( r)是在 r∈(0,+∞ )时为严格下凸函数且只

有唯一正解 R,即存在调节系数。
定理　 风险模型{U( t), t≥0},最终的破产

概率为

ψ(u) = e -Ru(1+A)

E[exp( - RU(T)) | T < ∞]
(R 为调节系数)。 (11)

　 　 证明 　 对任意 t > 0,r > 0,从引理 2 可知

g(R) = 0 得到 E[e -RU( t)] = e -Ru(1+A); 根据全期望

公式有

e -Ru(1+A) =E[e -RU( t)]=E[e -RU( t) | T≤ t]Pr(T≤ t)+
E[e -RU( t) | T > t]Pr(T > t) (12)

只要证明公式(12)中右边的第二项当 t→∞ 时趋

于 0,定理就得到证明。
令

τ = (1 + a)
λ1α1

1 - ρ1

+ λ2α2

1 - ρ2
( ) +

λ3β1

1 - ρ3

+ λ4β2

1 - ρ4
( ) > 0

ε = (1 + a) [λ1E[(X(1)) 2] + 2λ1ρ1

1 - ρ1

+

λ2E[(X(2)) 2] + 2λ2ρ2

1 - ρ2
] +

[λ3E[(Y(1)) 2] + 2λ3ρ3

1 - ρ3

+

λ4E[(Y(2)) 2] + 2λ4ρ4

1 - ρ4
] + σ2

得到 E[U( t)] = u + τt　 Var[U( t)] = ε2 t。

显然有 lim
t→+∞

(u + τt - εt
2
3 ) = + ∞

记

f( t) = u + τt - εt
2
3

　 　 将公式(7)中右边的第二项再展开,有
E[e -RU( t) | T > t]Pr(T > t) =
　 　 E[e -RU( t) I{0≤U( t)≤f( t)} | T > t]Pr(T > t) +
　 　 E[e -RU( t) I{U( t) > f( t)} | T > t]Pr(T > t)。

(13)
当给定的 T(T > t) 时,有 U( t) > 0,所以

E[e -RU( t) | T > t] ≤1,下面对公式(13)右边第一

个式子放大并应用切比雪夫不等式有

E[e -RU( t) I{0≤U( t)≤f( t)} | T > t]Pr(T > t) ≤
E[ I{0≤U( t)≤f( t)} | T > t]Pr(T > t) ≤
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Pr[U( t) ≤ f( t)] ≤ Pr( | U( t) -

(u + τt) | ≥ εt
2
3 ) ≤ Var[U( t)]

(εt
2
3 ) 2

= t -
1
3 。

对公式(14)右边第二个式子有

E[e -RU( t) I{U( t) > f( t)} | T > t]Pr(T > t) ≤
　 exp{ - Rf( t)}

当 t→∞时趋于 0。
所以模型的破产概率表达式为

ψ(u) = e -Ru(1+A)

E[exp( - RU(T)) | T < ∞]
。

推论上述建立的风险模型{U( t),t≥0}最终的破

产概率满足 Lundberg 不等式

ψ(u) < e -Ru(1+A)(u ≥0)。
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