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ALLEE 效应对晶格河流模型的速度选择的影响

徐晓雯,潘超红∗

(南华大学 数理学院, 湖南 衡阳 421001)

摘　 要:本文研究了 Allee 效应对反应-扩散-平流晶格河流模型的速度选择机制的影

响。 通过计算线性化系统的特征值,研究了平衡点 e0 处的渐进行为。 进而构造了新

奇的上下解,并通过比较原理得到线性速度选择的充分条件。 结果表明,只需要构造

一组行波并证明是上解,即可得到最小行波速度的线性选择,同时可以得到 Allee 效

应对行波速度的线性选择产生一定的影响。
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ALLEE Effect on Speed Selection for Lattice River Model

XU Xiaowen, PAN Chaohong∗

(School of Mathematics and Physics, University of South China, Hengyang,
Hunan 421001, China)

Abstract:In this paper, we investigated the influence of the Allee effect on the speed se-
lection mechanism of the reaction-diffusion-advection lattice river model . The asymptotic
behavior at the equilibrium point was investigated by calculating the eigenvalues of the lin-
earized system. Then the novel upper and lower solutions were constructed and the suffi-
cient condition for linear speed selection were obtained by the comparison principle. Then
we found it is only necessary to construct a pair of traveling waves and prove that it is an
upper solution to obtain a linear speed selection mechanism. And it can also be obtained
that the Allee effect has influence on the linear selection of the traveling wave speed.
key words:reaction-diffusion-advection lattice river model;Allee effect;traveling wave so-
lution;speed selection
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0　 引　 言

晶格系统在材料科学[1]、生物学[2]、化学反应

理论[3]等多个领域中有许多应用,例如,约瑟夫森

结阵列[4]、耦合激光器阵列[5] 等,相较于连续系统

更加便于实验研究。 对于这一类方程,行波解得到

了广泛的研究,在参考文献[6-8]中 S. M. Bak 等研

究了二维晶格系统上线性和非线性耦合振子无穷

大系统的行波;参考文献[9]中 V. Booth 等重点研

究了在晶格常微分方程(ordinary differential equa-
tion,ODE)和耦合映射晶格(coupled map lattice,
CML)中的行波的存在性和稳定性,表明所得结果

适用于离散的 Nagumo 方程。 部分作者以经典反

应项以 f(vn)= vn(1-vn)(a-vn)作为研究系统[10],
表明了行波传播故障的存在是离散的 Nagumo 方

程的独有特征,因为这种现象不会发生在连续的

Nagumo 方程中。 根据实验的现实需要和传播失

败的独特性两点来看,晶格动力系统的研究是有

其独特意义的。
在行波解的广泛研究中,行波的速度影响着

波传导的速度,在生物学的角度代表生物捕食或

者繁衍生长的速度。 部分学者在参考文献[11-
13]中用上下解和比较原理对晶格系统行波速度

的选择进行了研究。 在大多数的行波系统的构建

过程中,考虑了生物的生长速度和食物的竞争有

关,然而 W. C. Allee 等[14]指出在物种低密度情况

下,生物的种群密度和增长量成正相关,会加速物

种灭绝速度。 河流生物空间版图的行为分析[15]

的研究中 Allee 效应会对生物种群密度产生不可

忽视的影响。 从数学的角度来看,为了方便计算,
会有次齐性假设 f(vn)<f′(0)vn,Allee 效应的存在

将其条件进行扩展,有助于对行波速度的进一步

研究。
本文研究带有 Allee 效应的反应-扩散-平流

晶格河流模型

dun

dt
= d(un+1 + un-1 - 2un) - σun + μvn +

α(un+1 - un),n ∈ ,
dvn
dt

= ε(vn+1 + vn-1 - 2vn) + σun - μvn +

f(vn),n ∈ ,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(1)
可以看作是参考文献[16]中系统(1. 3)的离散

化,属于所谓的晶格动力系统,并在参考文献

[16]中(1. 3)的基础上改变了平流速度的方向,
其代表生物运动速度与平流速度相反的上游无侵

入环境的离散生物系统。 其中,un( t),vn( t)分别

代表生物在漂流层和底栖层的种群密度,σ>0 表

示单位时间内生物从漂流层到底栖层的转移比

率,μ>0 代表单位时间内生物从底栖层到漂流层

的转移比率,α>0 在漂流层代表水的平流速度,d
和 ε 分别表示生物种群在漂流层和底栖层的扩散

系数,f( vn)是在 n 处的一个底栖层生物反应项,
它是一个二次可微函数,满足 f(0) = f(1) = 0,
f′(1)<0< f′(0),并且当 vn∈(0,1)时 f( vn) >0。

这个系统有两个平衡点 e0 = (0,0)和 e1 =
μ
σ
,1( ) ,

可以知道 e0 是不稳定的,e1 是稳定的。
本文为了重点研究弱 Allee 效应对最小行波

速度的影响,关注反应项为 f( vn)= vn(1-vn) (1+
ρvn)的河流系统

dun

dt
= d(un+1 + un-1 - 2un) - σun + μvn +

α(un+1 - un),n ∈ ,
dvn
dt

= ε(vn+1 + vn-1 - 2vn) + σun - μvn +

vn(1 - vn)(1 + ρvn),n ∈ 。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(2)
　 　 为了研究系统(2)的行波解,首先进行 z = n-
ct 变量变换,可以得到

un( t) = ϕ(n - ct)
vn( t) = ψ(n - ct),n ∈ ,t ∈ +

从而得到

dD2[ϕ]( z) + cϕ′( z) - σϕ( z) + μψ( z) +
　 αD1[ϕ]( z) = 0,
εD2[ψ]( z) + cψ′( z) + σϕ( z) - μψ( z) +
　 ψ( z)(1 - ψ( z))(1 + ρψ( z)) = 0。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(3)
其中,
D2[ω]( z) ∶ = ω( z + 1) + ω( z - 1) - 2ω( z)

且 D1[ω]( z) ∶ = ω( z + 1) - ω( z)。 (4)
　 　 基于生物种群的增长角度来看,针对反应-扩
散-平流晶格河流模型(3),本文主要研究 Allee 效

应对满足边界条件为(ϕ,ψ)(-∞ )= μ
σ
,1( ) 和(ϕ,

ψ)(+∞)= (0,0)的行波解的速度选择的影响。 首

先给出速度临界值 cmin 的定义 cmin ∶= inf{ c | c∈
使得式(3) ~ 式(4)有非负解},即当行波速度
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c≥cmin 时,式(3) ~ 式(4)有非负解。 通常情况

下,这个速度的精确值是很难得到的,即使是简单

的带有 Allee 效应的 Fisher-KPP 标量模型,也是

不容易取到的。 需要找到线性化系统在零附近的

速度,并使用它来估计扩展速度。 例如,对于我们

的模型,通过在 e0 附近线性化式(3) ~ 式(4),我
们可以获得线性速度 c0(具体细节将在下一节中

进行阐述),并且由参考文献[16]可以知道 c≥
c0,这是一个被认为对所有合作系统都成立的事

实。 他们是否相等成为一个具有挑战性且有意义

的问题,同时引出以下线性或非线性确定性的

定义。
定义 1　 若 cmin = c0,系统(3)的最小行波速度

是线性选择的;若 cmin>c0,系统(3)的最小行波速

度是非线性选择的。

1　 在 e0 处的渐进行为

研究行波(ϕ,ψ) ( z)在 e0 处的渐进行为,首
先将系统(3)在 e0 处进行线性化,并得到下列的

常系数系统

dD2[ϕ]( z) + cϕ′( z) - σϕ( z) + μψ( z) +
　 αD1[ϕ]( z) = 0,
εD2[ψ]( z) + cψ′( z) + σϕ( z) - μψ( z) +
　 ψ( z) = 0。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(5)
令(ϕ,ψ)( z)= (A1,A2)e

-λz,其中 A1,A2 及 λ 为正

的常数,代入到式(4)中可以得到

dA1(e
-λ + eλ - 2) - cλA1 - σA1 + μA2 +

　 αA1(e
-λ - 1) = 0,

εA2(e
-λ + eλ - 2) - cλA2 + σA1 - μA2 +

　 A2 = 0。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(6)
式(6)对应的矩阵形式

k(λ)A = B(λ)A (7)
其中,A=(A1,A2) T,k(λ)= cλ,

B(λ) =
B1(λ) μ

σ B2(λ)( ) ,

其中,
B1(λ) = d(e -λ + eλ - 2) - σ + α(e -λ - 1),

B2(λ) = ε(e -λ + eλ - 2) - μ + 1。
式(7)有非零解当且仅当 k(λ)满足

k2 - (B1 + B2)k + B1B2 - σμ = 0,
通过计算得到

Δ = (B1 + B2) 2 - 4(B1B2 - σμ) =

(B1 - B2) 2 + 4σμ > 0,
因此方程(7)有两个实根,表示为

k ±=
(B1 + B2) ± (B1 - B2) 2 + 4σμ

2
这里 k-<k+,将 B1,B2 带入后得到

k + =
(d + ε)(e -λ + eλ - 2) - σ

2
+

α(e -λ - 1) - μ + f′(0)
2

+

[θ + μ - f′(0)] 2 + 4σμ
2

其中 θ=(d-ε)(e-λ+eλ-2)-σ+α(e-λ-1)。
由于系统中的参数都是正的,因此对 λ∈(0,

+∞ ),k+>0。 B(λ)对应的主特征值函数为 k(λ)=
k+(λ),则 k″(λ)>0,k(λ)是一个关于 λ 的下凸函

数。 基于 c 与 λ 的对应关系得到下面引理。

引理 1　 若定义线性速度为 c0 ∶ = inf
λ∈(0,+∞)

k(λ)
λ

,

则方程 k(λ)= cλ 解的情况有:当 c<c0 时,k(λ)=
cλ 没有解;当 c= c0 时,k(λ)= cλ 有一个解;当 c>
c0 时,k(λ)= cλ 有两个解。

为了更直观的表述,当 d = 3,σ = 4,α = 1,ε =
0. 1,μ=1,f′(0)= 1 时给出了图 1,其中,实线代表

c(λ)= k(λ)
λ

函数图像,第一条直的虚线 c=17 代表

c>c0 时有两个交点,第二条直的虚线 c=0. 363 27 代

表 c= c0 时有一个交点。 正如图片所示,c>c0 时,
记两个交点的横坐标分别为 λ1 和 λ2。 根据交

点,接下来我们给出 z→∞ 时系统 (4) 的渐进

行为。
引理 2　 根据引理 1 中 c0 的定义,对任意的

c>c0,当 A2 =1 时行波(ϕ,ψ)有如下渐进行为:

ϕ
ψ( ) ~ C1

μ
cλ1 - B1(λ1)

1
( ) e -λ1z +

　 C2

μ
cλ2 - B1 λ2( )

1
( ) e -λ2z (8)

或者表示为

ϕ
ψ( ) ~ C1

cλ1 - B2 λ1( )

σ
1

( ) e -λ1z +

　 C2

cλ2 - B2λ2

σ
1

( ) e -λ2z (9)

77



第 37 卷第 6 期 南华大学学报(自然科学版) 2023 年 12 月

其中,C1>0 或者 C1 = 0,C2 >0。 式(8)和式(9)是
A2 =1 标准化情况下的两种不同表示方式,可以表

示所有在 e0 处线性化方程的非零解。

图 1　 c=k(λ)
λ

的函数图像

Fig. 1　 Image of the function of c=k(λ)
λ

证明:对于给定的 c> c0,系统(5)的行波满

足,当 z→∞时(ϕ,ψ)→(0,0),因此当 z→∞ 时,
f(ψ)与 ψ 是等价的,并且行波解(ϕ,ψ)满足系统

(5)。
由方程 k(λ)= cλ 以及对应矩阵 B(λ),可以

得到对应的正的特征向量 A = (A1,A2 ) T,必要时

通过泰勒展开,可以得到 eB(λ)A=ek(λ)A,并且 A 也

是主特征值 ek(λ)所对应的特征向量,任何非零不

可约矩阵有一个唯一的正主特征值,则对应的主

特征向量 A 具有严格正的坐标。 因此,通过线性

系统的特征方程,在归一化 A2 = 1 之后,可以得到

对应的特征方程

dA1(e
-λ + eλ - 2) - cλA1 - σA1 + μ +

　 αA1(e
-λ - 1) = 0,

ε(e -λ + eλ - 2) - cλ + σA1 - μ + 1 = 0。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(10)
根据式(9)可以得到

A1(λ i(c)) = μ
cλ i - B1(λ i)

(11)

进而得到式(5)的渐进行为是式(8)或式(9)。

2　 最小行波速度的线性选择机制

本节首先给出上下解的定义。
定义 2(上下解) 　 对于给定的 c≥c0,若二元

连续函数(ϕ,ψ)( z)在 上几乎处处可微,使得

dD2[ϕ]( z) + cϕ′( z) - σϕ( z) + μψ( z) +
　 αD1[ϕ]( z) ≤ (≥),a. e. ,
εD2[ψ( z)] + cψ′( z) + σϕ( z) - μψ( z) +
　 ψ( z)(1 - ψ( z))(1 + ρψ( z)) ≤ (≥),
　 a. e. ,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(12)
称(ϕ,ψ)( z)是系统(3)的上解(下解)。

为了便于本节内容的叙述,将式(3)左侧进

行如下符号的简化

L1(ϕ,ψ) = dD2[ϕ]( z) +cϕ′( z) - σϕ( z) +
μψ( z) + αD1[ϕ]( z),

L2(ϕ,ψ) = εD2[ψ( z)] +cψ′( z) + σϕ( z) -
μψ(z) + ψ(z)(1 - ψ(z))(1 + ρψ(z))。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 若系统(3)同时存在一组上解和一组下解且

都以速度 c0 进行传播,通过比较原理可以知道,
这个系统一定存在一组以速度 c0 进行传播的行

波解,则系统行波解是线性选择的。 取足够小的

ε1,当 c= c0 +ε1 时,存在 0<λ1( c) <λ2( c),接下来

构造一组恰当的行波,并证明是系统(3)的上解。

􀭵ψ( z) = 1
1 + eλ1z

,λ1 = λ1(c) (13)

􀭺ϕ( z) = 􀭵ψ( z) [A1 + μ
σ

- A1 - a( ) 􀭵ψ( z) +

a􀭵ψ( z) 2 ] (14)

其中,a>0。
式(13)和式(14)对应的一阶导分别为
􀭵ψ′( z) = - λ1

􀭵ψ( z)(1 - 􀭵ψ( z)),

􀭺ϕ′( z) = - λ1
􀭵ψ( z)(1 - 􀭵ψ( z)) [A1 +

2 μ
σ

- A1 -a( ) 􀭵ψ( z) + 3a􀭵ψ2( z) ],
其中,由式(11)可知 A1 =A1(λ1( c))。 结合式(4)
可以得到

D2[􀭵ψ]( z) = 􀭵ψ( z)(1 - 􀭵ψ( z))γ(1 + q1(λ1,x)),
(15)

D2[􀭵ψ2]( z) = 􀭵ψ( z)(1 - 􀭵ψ( z))γq2(λ1,κ), (16)
D2[􀭵ψ3]( z) - D2[􀭵ψ2]( z) = 􀭵ψ2( z)(1 -

􀭵ψ( z))γq3(λ1,κ), (17)
D1[􀭵ψ]( z) = 􀭵ψ(1 - 􀭵ψ)τ(1 + q4(λ1,κ)), (18)
D1[􀭵ψ2]( z) = 􀭵ψ( z)(1 - 􀭵ψ( z))τq5(λ1,κ), (19)
D1[􀭵ψ3]( z) - D1[􀭵ψ2]( z) = 􀭵ψ2( z)(1 -

􀭵ψ( z))τq6(λ1,κ), (20)
其中,
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q1(λ1,κ) = - eλ1κ + e -λ1κ + 2
(1 + e -λ1κ)(1 + eλ1κ)

,

q2(λ1,κ) = (γ + 4)κ3 + 2(γ + 3)κ2 - γκ - 2
(1 + e -λ1κ) 2(1 + eλ1κ) 2 ,

q3(λ1,κ) =
g(κ)

( - 1 + eλ1) 2(1 + e -λ1κ) 3(1 + eλ1κ) 3,

q4(λ1,κ) = - 1 + eλ1
1 + eλ1κ

,

q5(λ1,κ) = eλ1[2 + eλ1(eλ1 + 1)]
(1 + eλ1κ) 2 ,

q6(λ1,κ) = - eλ1[ - 1 + 3eλ1κ2 + e2λ1κ3 + eλ1κ3]
(1 + eλ1κ) 3,

在 q3(λ1,κ)中,g(κ)表示为

g(κ) = g1(κ) + g2(κ) + g3(κ) + g4(κ) +
g5(κ) + g6(κ),

g1(κ) = (3κ - 1)(e2λ1 - 2eλ1 + 1),
g2(κ) = 6κ2( - 1 + e3λ1 - e2λ1 + e -λ1),
g3(κ) = κ3(8 - e3λ1 + 2e -2λ1 - e -λ1 + 8e2λ1 +

2e4λ1 - 18eλ1),
g4(κ) = κ4( - 9 + 3e -λ1 + 3e3λ1 + 12eλ1 - 9e2λ1),
g5(κ) = 3κ5(1 - e -λ1 + e2λ1 - e3λ1),
g6(κ) = κ6( - e -λ1 + 2eλ1 - e3λ1),
在上述各式中,
γ = eλ1 + e -λ1 - 2,τ = e -λ1 - 1,κ( z) = eλ1z。

qi(λ1,κ)在 κ∈(0,∞)是连续函数,且lim
κ→∞

qi(λ1,

κ)存在,则 qi(λ1,κ)是连续有界的。 并把上述式

(13) ~式(20)带入到系统(3)的左边,得到

dD2[􀭺ϕ] + αD1[􀭺ϕ] - σ􀭺ϕ( z) + μ􀭵ψ( z) + c􀭺ϕ′( z) =

　 dA1D2[􀭵ψ]( z) + d μ
σ

- A1( ) D2[􀭵ψ2] +

　 daD2[􀭵ψ3 - 􀭵ψ2]( z) + αA1D1[􀭵ψ]( z) +

　 α μ
σ

- A1( ) D1[􀭵ψ2]( z) + αaD1[􀭵ψ3 - 􀭵ψ2]( z) -

　 σA1
􀭵ψ( z)(1 - 􀭵ψ( z)) + σa􀭵ψ2( z)(1 - 􀭵ψ( z)) +

　 μ􀭵ψ( z)(1 - 􀭵ψ( z)) - cλ1
􀭵ψ( z)(1 - 􀭵ψ( z))A1 -

　 cλ1
􀭵ψ( z)(1 - 􀭵ψ( z))[2 μ

σ
- A1 - a( ) 􀭵ψ( z) +

　 3a􀭵ψ2] ≤ 􀭵ψ( z)(1 - 􀭵ψ( z))Q(􀭵ψ)( z),
要使得式(13) ~ 式(14)满足式(12)的第一个式

子上解的定义,即 L1(􀭺ϕ,􀭵ψ)≤0 就要满足

Q( z) ≤ 0。 (21)
带入到系统(3)的第二个式子可以得到,

εD2[􀭵ψ](z) + c􀭵ψ′(z) + σ􀭵ψ [A1 + μ
σ

- A1 - a( ) 􀭵ψ +

　 a􀭵ψ2 ] - μ􀭵ψ( z) + 􀭵ψ(1 - 􀭵ψ)(1 + ρ􀭵ψ) =

　 􀭵ψ( z)(1 - 􀭵ψ( z))[εγq1(x) - σa􀭵ψ( z) +

　 ρ􀭵ψ( z)] ≤􀭵ψ2(z)(1-􀭵ψ(z))[-2e-λ1εγ -σa + ρ]。
如果在式(21)成立的条件下,能够满足

ρ ≤ max{2e -λ1εγ + σa,1}, (22)
也就得到 L2(􀭺ϕ,􀭵ψ)≤0,则称式(13) ~ 式(14)是
系统(3)的一组上解。

引理 3　 若不等式(21) ~ (22)都成立,则式

(13) ~式(14)所给出的二元连续函数(􀭺ϕ,􀭵ψ)是
系统(3)的一组上解。

为了得到最小行波速度线性速度选择的充分

条件,构造另外一组合适的行波,并证明是系统

(3)的下解。
ϕ = max{0,A1e

-λ1z(1 - Me -δz)}, (23)

ψ = max{0,e -λ1z(1 - Me -δz)}, (24)
这里 0<δ≪1 且 M 是一个正数。 将式(23)和式

(24)这组行波(ψ,ϕ)分别带入到系统(3)的两个

式子中可以得到

dD2[ϕ]( z) + cϕ′( z) - σϕ( z) + μψ( z) +

　 αD1[ϕ]= dA1e
-λ1z(e -λ1 + eλ1 - 2) - cA1λ1e

-λ1z -

　 dA1Me -(λ1+δ) z(e -(λ1+δ) + eλ1+δ - 2) + cA1(λ1 +
　 δ)Me -(λ1+δ) z- σA1e

-λ1z + μe -λ1z + σA1Me -(λ1+δ) z -
　 μMe -(λ1+δ) z + αA1e

-λ1z(e -λ1 - 1) -
　 αA1Me -(λ1+δ) z(e -(λ1+δ) - 1) =
　 - Me -(λ1+δ) z[dA1(e

-(λ1+δ) + eλ1+δ - 2) -
　 cA1(λ1 + δ) - σA1 + μ + αA1(e

-(λ1+δ) - 1)] > 0,
并且可以得到

εD2[ψ( z)] + cψ′( z) + σϕ( z) - μψ( z) +

　 ψ( z)(1 - ψ( z))(1 + ρψ( z)) = εe -λ1z(e -λ1 +

　 eλ1 - 2) - εMe -(λ1+δ) z(e -(λ1+δ) + eλ1+δ - 2) +
　 cM(λ1 + δ)e -(δ+λ1) z - cλ1e

-λ1z + σe -λ1z -
　 σMe -(λ1+δ) z - μe -λ1z + μMe -(λ1+δ) z +
　 ψ( z)(1 - ψ( z))(1 + ρψ( z)) = J1( z) + J2( z),
其中,
J1( z) = - Me -(λ1+δ) z[ε(e -(λ1+δ) + eλ1+δ - 2) -

c(λ1 + δ) + σA1 - μ + 1],
J2( z) = [ - ρψ2( z) + (ρ - 1)ψ( z)]。

由函数 c= k(λ)
λ

可知,J1( z)>0 始终成立。 选择充

分大的 M 且 ψ( z)≪1 时,J1( z)主导着 J2( z),因
此由 J1( z)的正负来决定。 将以上叙述总结为下

面的引理。
引理 4 　 当 c = c0 +ε 时,存在 0 < δ≪1 并且

M≫1,则式(23) ~ 式(24)定义的连续函数(ψ,
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ϕ)是系统(3)的一对下解。
由以上分析,当 ε1 足够小时,本文找到了合

适的上解和下解都以 c0 +ε1 进行传播,因此可以

给出本文关键的最小行波速度线性选择的结论。
定理 1 　 当 c = c0 +ε1 时,存在 0 <δ≪1 并且

M≫1,若不等式(21) ~ (22)都成立,则系统(3)
的最小行波速度是线性选择的。

3　 结　 论

生物种群晶格模型是研究较为广泛的一类系

统,本文在原有的系统中添加了 Allee 效应反应项

f(vn)= vn(1-vn)(1+ρvn),重点关注了 ρ 对线性速

度选择的影响。 首先给出上下解和速度选择的相

关知识,且对系统(2)进行行波变换,进而对所得

到的行波系统(3)在平衡点 e0 处进行线性化。 然

后通过计算特征值及特征向量得到 e0 处系统的

渐进行为,然后通过构造一组新颖的行波,得到这

组行波是系统(3)的上解的充分条件,并给出另

外一组更小的行波,证明了在任意参数下这组行

波都是下解,最后通过比较原理可以得到最小波

速线性选择的充分条件,同时也说明了当 c = c0 +
ε1 且 ε1 充分小时,只需要构造一组行波并证明是

上解,即可得到系统(3)最小行波速度的线性选

择。 充分条件的结果也说明了 Allee 效应对行波

速度的线性选择产生一定的影响。
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