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端部随从力作用下黏弹性悬臂输流管道的稳定性分析

王艳红,郭长青∗,陈翔瑜

(南华大学 土木工程学院,湖南 衡阳 421001)

摘　 要:在端部随从力和黏弹性的共同作用下输流管道可能会表现出更加丰富的动

力学特性,研究了端部随从力作用下黏弹性悬臂输流管道的稳定性。 管道黏弹性采

用 Kelvin 模型,以 Bernoulli-Euler 梁模型为基础,建立了流动流体和端部随从力共同

作用下管道的运动微分方程,采用 Galerkin 法对其进行离散。 利用特征值分析了端

部随从力、黏弹性系数与质量比对系统失稳临界流速的影响。 通过计算得到了不同

参数下复频率实部、虚部随流速的变化曲线,分析了各参数对管道振动特性与稳定性

的影响。 结果表明:端部随从力作用下黏弹性悬臂输流管道的失稳方式为颤振失稳;
端部随从力的大小和方向对系统失稳临界流速有较大影响,增大端部随从力,系统发

生失稳的临界流速会减小;增大管道黏弹性系数,系统发生失稳的临界流速会略微增

加;增大质量比,系统发生失稳的临界流速也随之增大。
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Stability Analysis of Viscoelastic Cantilever Fluid-conveying Pipes Under
the Action of End-following Force

WANG Yanhong, GUO Changqing∗, CHENG Xiangyu
(School of Civil Engineering, University of South China, Hengyang, Hunan 421001, China)

Abstract:The fluid-conveying pipe might exhibit richer dynamics under the combined
effect of end-following force and viscoelasticity. The stability of viscoelastic cantilever
fluid-conveying pipe under the action of end-following force was investigated. The pipe vis-
coelasticity was modeled by Kelvin model, and the differential equation of motion of the
pipe under the co-action of flowing fluid and end follower force are established on the basis
of Bernoulli-Euler beam model, which were discretized by Galerkin method. The effects of
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end following force, viscoelastic coefficient and mass ratio on the unsteady critical velocity
of system for instability were analyzed using eigenvalues. The variation curves of the real
and imaginary parts of the complex frequency with the flow velocity under different parame-
ters were given, and the effects of each parameter on the vibration characteristics and sta-
bility of the pipe were investigated. The results showed that: under the action of end fol-
lowing force, the instability mode of viscoelastic cantilever flow pipe was fluttering; the
magnitude and direction of end follower force have a great influence on the critical velocity
of system instability; with increasing end following force, the critical velocity of the system
instability decreases; with increasing the pipe viscoelastic coefficient, the critical velocity
of the system instability will increase slightly; with increasing the mass ratio, the critical
velocity of the system instability will also be increased.
key words:end-following force;viscoelasticity;fluid-conveying pipe;fluttering;stability

0　 引　 言

输流管道的振动是典型的流固耦合问题,因
其自身别样的特点,在石油化工、海洋工程、航空

航天领域得到广泛使用,成为结构动力学研究的

热点问题之一。 无论流速多么小,只要管道与流

体接触,就会发生动力学行为,为了了解输流管道

的物 理 性 质, 对 其 振 动 特 性 进 行 了 广 泛 的

研究[1-5]。
黏弹性输流管道普遍存在于各种工业领域

中,如橡胶管和聚合物管在石油管道、推进剂管道

和配水系统中的应用。 这种黏弹性材料在发生变

形时,同时具有黏性和弹性行为,表现出与时间相

关的应变,是影响管道稳定性的一种重要内在因

素。 张计光等[6] 应用直接多尺度法研究了黏弹

性输流管道在 Winkler 地基上的参数共振稳定性

问题。 R. Zanganeh 等[7] 详细分析了四种支承条

件下(无支承、固定支承、弹性支承、黏弹性支承)
黏弹性输流管道对水锤作用的影响。 王忠民

等[8]采用归一化幂级数法研究了两端固支 Kelvin
模型黏弹性输流圆管的振动与稳定性。 漆发辉

等[9]采用 Galerkin 法对分布随从力作用下黏弹性

悬臂输流管道的振动与稳定性进行了分析。 冯振

宇等[10] 研究了简支 Kelvin 模型黏弹性输流管道

的动力稳定性。 刘颖等[11] 运用格林函数法研究

了不同参数对系统稳态响应的影响。 B. Zhu
等[12]研究了具有外部激励作用下黏弹性输流管

道的二维和三维动力学。
随从力又称伴生力,它会跟随结构的变形而

变化。 端部随从力顾名思义是随从力作用在管道

的端部,其方向总是与管道端部切线方向一致。
在外部因素中,某些环境下随从力的存在是不容

忽视的。 郭长青等[13] 研究了两端简支支承输流

管道在分布随从力作用下的稳定性。 赵凤群

等[14]采用小波-微分求积(DQ)法分析了外部分

布随从力和管内流动流体共同作用下简支 Kelvin
模型黏弹性输流管道的振动特性和稳定性。 A.
R. Askarian 等[15] 在考虑轴向跟随力和分布随从

力的同时,利用分数阶 Zener 黏弹性模型研究了

各参数对不同边界条件输流管道稳定性的影响。
陶立佳等[16]研究了端部随从力、质量比对无量纲

复频率与系统失稳临界流速的关系以及悬臂输流

管道振动与稳定性的影响。
查阅文献发现,至今还未有研究学者同时考

虑管道材料的黏弹性和端部随从力作用进行研

究。 于是本文将管道的黏弹性与端部随从力同时

考虑,研究了端部随从力作用下黏弹性悬臂输流

管道的稳定性。 分析了端部随从力、管道黏弹性

系数与质量比大小变化时对管道振动和稳定性的

作用。

1　 管道运动微分方程

1. 1　 模型及运动微分方程的建立

图 1 为黏弹性悬臂输流管道受端部随从力作

用的模型。 管内流体以恒定流速流动且不可压

缩,运动过程中,端部随从力永远与管道端部切线

方向保持一致。
管道以 Bernoulli-Euler 梁模型为基础,黏弹性

采用 Kelvin 模型,不考虑阻尼,把任意时刻 t 位置

x 处的挠度记为 w(x,t)。 运动微分方程为:

E∗I ∂5w
∂x4∂t

+ EI ∂
4w
∂x4

+ P ∂2w
∂x2

+ MU2 ∂2w
∂x2

+

　 2MU ∂2w
∂x∂t

+ (M + m) ∂2w
∂t2

= 0 (1)
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式中:E∗为管道黏弹性系数,单位 Pa·s;I 为管道

截面惯性矩,单位 m4;E 为弹性模量,单位 N / m2;
w 为管道横向位移,单位 m;P 为端部随从力,单
位 N;U 为管道内流体的运动速度,单位 m / s;L 为

管道长度,单位 m;M 和 m 分别为流体和管道的

单位长度质量,单位 kg / m。

图 1　 端部随从力作用下黏弹性悬臂输流管道模型

Fig. 1　 Modeling of a viscoelastic cantilever
fluid-conveying under end-following force

1. 2　 运动方程无量纲化

引入以下无量纲参数代入式(1)中:

η = w
L
,ξ = x

L
,τ = t

L2
EI

(M + m)
,

β = M
M + m

,γ = PL2

EI
,u = UL M

EI
,

α = E∗

L2
I

E(M + m)
(2)

从而将式(1)写成无量纲形式:

α ∂5η
∂ξ4∂τ

+ ∂4η
∂ξ4

+ (u2 + γ) ∂2η
∂ξ2

+

　 2u β ∂2η
∂ξ∂τ

+ ∂2η
∂τ2

= 0 (3)

2　 求解运动微分方程

运用 Galerkin 方法求解该问题。 设式(3)解
的形式为:

η(ξ,τ) = ∑
N

i = 1
φi(ξ)Ti(τ) (4)

式中:φi(ξ)为梁的第 i 阶振型函数;Ti(τ),i = 1,
2,…,N 为输流管道的广义坐标。 为了使计算精

度更加精确,模拟结果更加真实可靠,以下数值计

算中取 N=10。
对于图 1 所示端部随从力作用下悬臂输流管

道,由于端部随从力沿切向方向作用,在端部不产

生剪力,因此,其所有边界条件与自由的悬臂管道

相同。 振型函数为:
φi(x) = cosh λ ix - cos λ ix -

ci(sinh λ ix - sin λ ix) (5)

其中 λ i 满足特征方程:
cos λ icosh λ i = - 1 (6)

系数 ci 由下式给出:

　 ci =
cosh λ i + cos λ i

sinh λ i + sin λ i

= sinh λ i - sin λ i

cosh λ i + cos λ i
。 (7)

　 　 将式(4)代入方程(3),方程两边同时乘以

φj(ξ),然后关于 ξ 在[0,1]区间积分,由振型函数

的正交性可得:

　 αλ j
4 Ṫ j + (u2 + γ)∑

N

i = 1
Ti∫1

0
φi″φj′dξ + λ4

j T j +

2u β∑
N

i = 1
Ṫi∫1

0
φi′φjdξ + T

‥
j = 0

( j = 1,2,…,N) (8)
为求解方便,令

z = [ z1…zNzN+1…z2N] T = [T1…TN Ṫ…ṪN] T。 (9)
将二阶线性微分方程组式(9)化为一阶线性

微分方程组:
ż = Az (10)

式中系数矩阵:

A =
0 I

- K ij - C ij

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
=

0 0 1 0
0 0 0 1

- a31 - a32 - a33 - a34

- a41 - a42 - a43 - a44

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(11)

式(11)中非零元素为:
a j,N+j = 1

aN+J,i = - δ i jλ4
i - (u2 + γ)∫1

0
φ i″φ jdξ

aN+j,N+i = - δ ijαλ4
i - 2u β ∫1

0
φ i′φ jdξ

( i = 1,2,…,N;j = 1,2,…,N)。 (12)

3　 计算结果与分析

3. 1　 临界流速随端部随从力、黏弹性系数和质量

比的变化

　 　 为了直观表示临界流速 u 与端部随从力 γ、
黏弹性系数 α、质量比 β 的变化关系,以流速 u 为

自变量,端部随从力、黏弹性系数与质量比其中一

量为因变量(其余两量给定),求解矩阵 A 所有特

征值实部最大值等于零的方程,利用搜索加二分

法得出计算结果。
图 2 为 α=0. 01,端部随从力不同取值时黏弹

性悬臂输流管道质量比 β 与临界流速 u 的关系。
在图 2 中:若增大质量比,管道系统的无量纲临界
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流速将增大;若增大端部随从力,管道系统的无量

纲临界流速将减小。 在端部随从力 γ = 30 的这条

曲线上,u = 0 时系统已经发生失稳,但当 β>0. 70
时,系统可在达到一定流速后获得稳定,若流速继

续增大,则系统会发生再次失稳。

图 2　 不同端部随从力下输流管道临界流速与

质量比的关系(α=0. 01)
Fig. 2　 Relationship between critical flow velocity and

mass ratio in fluid-conveying pipe with different
end-following force(α=0. 01)

图 3 为 α=0. 01,质量比 β 不同取值时黏弹性

悬臂输流管道端部随从力 γ 与临界流速 u 的关

系。 在图 3 中:所有曲线都在横轴 γ = 11. 55 这一

点汇聚,该点即为端部随从力单独作用时的失稳

临界值。 当 γ<11. 55 且流速较低时,质量比无论

取何值,系统都处于稳定状态,当 γ>11. 55,u = 0
时系统已发生失稳,但随着流速增大到一定数值

后系统会获得稳定,若流速继续增大,系统则会再

次失稳。 当端部随从力(γ<0)与流速方向相同,
即端部随从力为拉力时,使系统发生失稳的无量

纲临界流速增大;当端部随从力(γ>0)与流速方

向相反,即端部随从力为压力时,使系统发生失稳

的无量纲临界流速减小。 结合图 2 与图 3 可以发

现,质量比增大使系统的稳定区域面积逐渐扩大,
说明增大质量比有利于系统产生稳定状态。

图 4 为 β=0. 2,黏弹性系数 α 不同取值时悬

臂输流管道端部随从力从力 γ 与临界流速 u 的关

系。 图 4 中所有曲线相交于 γ = -23. 46 这一点,
当 γ>-23. 46 时,增大管道黏弹性系数会使得系

统的稳定区域扩大,此时黏弹性系数的存在对系

统稳定是有利的;当 γ<-23. 46 时,增大管道黏弹

性系数会使得系统的稳定区域缩小,此时黏弹性

系数的存在对系统稳定是不利的。 在黏弹性系数

为零的这条曲线上,无量纲临界流速随端部随从

力单调递减,系统只经历了由稳定到失稳两种状

态,这与文献[16]中的计算结果相同;而在黏弹

性系数不为零的其他曲线上,端部随从力大于一

定值时,伴随着流速的慢慢增大,系统则会经历失

稳、稳定和再失稳三种状态。 证明黏弹性的从无

到有使系统产生了质的变化。

图 3　 不同质量比下输流管道临界流速与

端部随从力的关系(α=0. 01)
Fig. 3　 Relationship between critical flow velocity and

end-flowing force in fluid-conveying pipe with
different mass ratios(α=0. 01)

图 4　 不同黏弹性系数下输流管道临界流速与

端部随从力的关系(β=0. 2)
Fig. 4　 Relationship between critical flow velocity and

end-flowing force in fluid-conveying pipe with
different viscoelastic coefficients(β=0. 2)
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3. 2　 无量纲复频率随流速的变化及稳定性分析

记矩阵 A 的特征值 Γ =ΓR + iΓI,ΓR、ΓI 的取

值决定了系统的运动性态。 若 ΓI = 0,ΓR > 0,系
统处于静态稳定,若 ΓI > 0,ΓR < 0,系统处于动

态稳定,若 ΓI = 0,ΓR < 0,系统发生静态发散失

稳,若ΓI > 0,ΓR > 0,系统发生动态颤振失稳,若
ΓR = 0,系统处于失稳临界状态,此时的流速称为

失稳临界流速。
给出不同取值的端部随从力 γ、黏弹性系数

α、流速 u和质量比 β,可求出矩阵A的特征值Γ。
以无量纲复频率 Ω 替代表示特征值 Γ,即可得到

系统前两阶模态无量纲复频率随无量纲流速变化

的关系。 无量纲复频率 Ω:
Ω =- iΓ =- i(ΓR + iΓI) = ΓI - iΓR = ΩR + iΩI。

(13)

首先不考虑管道黏弹性这一因素的存在,画
出了 α=0,β=0. 2,不同端部随从力下输流管道前

两阶复频率实部、虚部随流速变化的情况如图 5
所示。 以下分析均在各图中数值计算范围内得

出。 通过观察端部随从力 γ = 10 的两条曲线发

现:系统一阶模态处于稳定。 当 5. 63≤u<8. 10
时,系统处于静力稳定,图中剩余部分即 0≤u<5. 63、
u≥8. 10 两区间内系统为动力稳定;系统二阶模

态在 0≤u<3. 68 区间内处于动力稳定,当流速

u≥3. 68 时,管道发生颤振失稳。 γ = 1,5 的情况

与其类似。 由图 5 可以看出,质量比一定时,端部

随从力对输流管道发生颤振失稳的临界流速有影

响,发生颤振失稳的临界流速随着端部随从力的

增大而减小。

图 5　 不同端部随从力下输流管道前两阶复频率随流速的变化(α=0,β=0. 2)
Fig. 5　 Variation of the first two orders of complex frequency with flow velocity in fluid-conveying pipe

under different end-following force(α=0,β=0. 2)

　 　 接下来考虑管道黏弹性的存在,图 6 给出了

α=0. 01,β = 0. 2 时,输流管道在不同端部随从力

下前两阶复频率实部、虚部随流速变化的情况。
通过对比分析图 5 与图 6 发现,两幅图像的曲线

变化趋势大致相同,图 6 中系统一阶模态同样处

于稳定,存在一个静力稳定区间、两个动力稳定区

间;系统二阶模态也同样先发生动力稳定,然后在

流速大于一定值时管道发生颤振失稳。 由此可

得,在考虑了管道系统的黏弹性后,系统发生颤振

失稳的临界流速同样会随着端部随从力的增大而

减小,且系统的整体稳定性不会发生质的改变。
当 α = 0. 01,γ = 10 时,画出了输流管道在不

同质量比下前两阶复频率实部、虚部随流速变化

的情况如图 7 所示。 当 β = 0. 6 时,系统一阶模态

处于稳定,在 3. 95≤u≤4. 45 和 8. 74≤u≤10. 19
两个区间内处于静力稳定,图中剩余区间为动力

稳定;系统二阶模态在 0≤u<8. 5 范围内处于动

力稳定,当流速 u≥8. 5 时,管道发生颤振失稳。
β=0. 2,0. 4 的情况与其类似。 观察整个图 7 可以

得出:当黏弹性系数 α 与端部随从力 γ 一定时,质
量比对输流管道发生颤振失稳的临界流速存在明

显影响,发生颤振失稳的临界流速随着质量比的

增大而明显增大。

5
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图 6　 不同端部随从力下输流管道前两阶复频率随流速的变化(α=0. 01,β=0. 2)
Fig. 6　 Variation of the first two orders of complex frequency with flow velocity in fluid-conveying pipe

under different end-following force(α=0. 01,β=0. 2)

图 7　 不同质量比下输流管道前两阶复频率随流速的变化(α=0. 01,γ=10)
Fig. 7　 Variation of the first two orders of complex frequency with flow velocity in fluid-converying

pipe with different mass ratios(α=0. 01,γ=10)

　 　 当 γ=10,β=0. 2 时,输流管道在不同黏弹性

系数作用下前两阶复频率随流速变化的情况如图

8 所示。 黏弹性系数 α = 0. 02 时,系统一阶模态

处于稳定,在 4. 68≤u≤6. 29 区间内发生静力稳

定,图中剩余区间为动力稳定;当流速 u≥4. 66
时,管道发生颤振失稳。 α = 0. 001,0. 01 的情况

与其类似。 观察整个图 8 可以得出:当固定端部

随从力 γ 与质量比 β 时,黏弹性这一参数对输流

管道发生颤振失稳的临界流速有一定的影响,发
生颤振失稳的临界流速随着黏弹性系数的增大而

略微增大。

4　 结　 论

1)无量纲端部随从力的大小和方向对输流

管道发生颤振失稳的临界流速有较大影响。
2)端部随从力作用下黏弹性悬臂输流管道

发生失稳的无量纲临界流速随质量比的增大而

增大。
3)端部随从力作用下黏弹性悬臂输流管道

的失稳方式为颤振失稳,未发生发散失稳。 悬臂

输流管道的稳定性并没有因为端部随从力和黏弹

性系数的出现而发生改变,系统一阶模态是稳定

的,二阶模态发生颤振失稳。

6
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图 8　 不同黏弹性系数下输流管道前两阶复频率随流速的变化(γ=10,β=0. 2)
Fig. 8　 Variation of the first two orders of complex frequency with flow velocity in fluid-conveying pipe

with different coefficients of viscoelasticity(γ=10,β=0. 2)

4)黏弹性的从无到有使系统产生了质的变

化,黏弹性系数对管道发生颤振失稳的临界流速

影响并不明显:当端部随从力大于一定值时,随着

管道黏弹性系数的增加,无量纲临界流速略微

增加。
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