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离散非线性 Schrödinger 方程同宿解的多重性
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摘　 要:研究了一类离散非线性 Schrödinger 方程同宿解的多重性,在对非线性项作

新的假设条件下,利用临界点理论,证明了该方程同宿解的多重性。
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Abstract:This paper was studied the multiplicity of homoclinic solutions for a class of dis-
crete nonlinear Schrödinger equations. Under new assumptions on nonlinearity, the multi-
plicity of the homoclinic solutions is obtained by using the critical point theory.
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0　 引　 言

众所周知,离散非线性薛定谔方程广泛应用
于从非线性光学[1],生物分子链[2] 和凝聚态物
理[3] 等许多领域之中。 近十年来,离散非线性薛

定谔方程方程驻波解的存在性一直是一个非常热

门的话题。 离散非线性薛定谔方程的研究可分为

周期和非周期两类。 针对周期的情况可见参考文

献[4-7],而对于非周期的情况可见参考文献

[8-13]。 相较于周期情况,有关于非周期的研究

相对较少。 本文将考虑在 m 维无穷格点上的非

周期离散非线性薛定谔方程:
- iψ̇n - Δψn + vnψn = fn(ψn),n ∈ m, (1)
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其中

Δψn = ψ(n1+1,n2,…,nm)
+ ψ(n1,n2+1,…,nm)

+ … +

ψ(n1,n2,…,nm+1) - 2mψ(n1,n2,…,nm)
+

ψ(n1-1,n2,…,nm)
+ ψ(n1,n2-1,…,nm)

+ … +

ψ(n1,n2,…,nm-1)

是 m 维空间的离散拉普拉斯算子,V= { vn} n∈ m 是

实数列。 由于驻波解是局部周期解并且在无穷远

处趋于 0,可以假设非线性项 fn( u)是规范不变

式,即
fn(eiωu) = eiω fn(u),

∀ω∈ ,∀(n,u)∈ m× 。
因此,ψn 可以写成下列形式:

ψn = une
- iωt

并且满足

lim
| n| →+∞

ψn = 0

其中{un} n∈ m 是实序列,ω∈ 是时序频率, | n | =
| n1 | + | n2 | +…+ | nm | 表示多重指标 n 的长度,则
方程(1)可化为

- Δun + vnun - ωun = fn(un),n ∈ m, (2)
并且满足

lim
| n| →+∞

un = 0 (3)

于是求方程(1)的驻波解转化为求方程(2)在满

足条件(3)时的同宿解。
有的学者研究了如下离散非线性薛定谔

方程:
- Δun + vnun - ωun = γn f(un),n ∈ m。

　 　 例如 D. F. Ma 和 Z. Zhou 在参考文献[9]中,
利用临界点理论得到了非平凡解的存在及多

重性。
随后,L. Q. Jia 和 G. W. Chen 在参考文献[10]

中,利用变分方法研究了方程(2)并得到了下面

的定理:
(V)V={vn} n∈ m 满足

lim
| n| →+∞

vn = + ∞。 (4)

　 　 ( F1 ) fn ∈C( , )且存在 c0, c1 >0 和 p >2
使得

| fn(x) | ≤ c0 | x | + c1 | x | p-1,
∀(n,x)∈ m× 。

(F2)对于任意 n∈ m,有 lim
| x |→+∞

Fn(x)
| x | 2

= +∞ ,

其中存在 T0>0,使得

Fn(x) ∶ = ∫x
0
fn( t)dt ≥0,∀ | x | ≥ T0。

　 　 (F3) fn(-x)= -fn(x),∀(n,x)∈ m× 。

(F4) fn(x)x-2Fn(x)≥0,∀(n,x)∈ m× ,且
存在 c2>0 和 σ>1 使得

| Fn(x) | ≤ c2 | x | 2σ( fn(x)x - 2Fn(x)),
∀| x |≥r0,∀n∈ m。

(F4 ′)存在 μ>2 和 κ>0 使得

μFn( s) ≤ fn( s) s + κs2,∀(n,s) ∈ m × 。
　 　 定理 1 (参考文献[10])若条件(V),条件

(F1) ~ (F4)成立,则方程(2)有无穷多个非平凡

同宿解。
定理 2 (参考文献[10]) 若条件 (V),条件

(F1) ~ (F3)和条件(F4 ′)成立,则方程(2)有无穷

多个非平凡同宿解。
在上述文献的启发下,本文运用临界点理论

对方程(2)非平凡解的多重性进行了研究,并对

非线性项 fn(x)做出新的假设,将使用如下条件:
(F5) fn∈C( , )且存在 M0>0 和 p>2,使得

| fn(x) | ≤ M0( | x | +| x | p-1),
∀(n,x)∈ m× 。

(F6)Fn(x) ∶ = 1
2
fn(x)x-Fn(x)≥gn,

∀(n,x)∈ m× ,其中 g∈l1( , ),对于所有 n∈

m,有 lim
| x |→∞

Fn( x) = +∞ ,并且存在 T0 >0 使得 Fn

(x)≥0,∀(n,x)∈ m× , | x |≥T0。
(F7)存在 >0,η>2 和 T1>0 使得

x2 + fn(x)x ≥ ηFn(x),
∀(n,x)∈ m× , | x |≥T1。

本文的主要结果如下:
定理 3　 若条件(V)、(F2)、(F3)、(F5)和条

件(F6 ) 成立,则方程(2) 有无穷多个非平凡同

宿解。
定理 4　 若条件(V)、(F2)、(F3)、(F5)和条

件(F7 ) 成立,则方程(2) 有无穷多个非平凡同

宿解。
例 1:
(1)Fn(x)= an[ | x | 2( | x | 2+sin | x | 2)-6 | x | 2+

| x | 2(1-1(1+ | x | ))]。
(2)Fn(x)= an[2 | x | 2(1-1 / (1+ | x | ))- | x | 6]。
其中,0< inf

n∈ m
an<sup

n∈ m
an<+∞ 。 很容易验证,例

1 满足条件(F2)、(F3)和条件(F5),其中(1)满足

条件(F6 ),但不满足条件 ( F4 )。 (2) 满足条件

(F7),却不满足条件(F4 ′)。 故不满足定理 1、2,
但满足定理 3、4。

注 1:参考文献[6,9,14]利用了假设条件。
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(F8) | fn(x) |≤a(1+ | x | p-1),a>0,p>2,
∀(n,x)∈ m× 。

显然,本文的条件(F5)比条件(F1)和上述条

件(F8)都弱。 在参考文献[14]中,用下面经典的

Ambrosetti-Rabinowitz(AR)条件代替条件(F5):
0 < μFn(u) ≤ ufn(u),μ > 2,u ≠0。

显然,由(AR)条件可得 Fn(u)≥C | u | μ>0,其中 C
是常数, | u | ≥1。 所以(AR)条件比条件(F5)强。
本文中的例 1 可以很好地说明所得结果,很容易

验证,例 1 不满足上诉所用的条件和(AR)条件,
但却满足定理 3、定理 4 所用条件。

1　 预备知识

考虑下列实序列空间:

lq ∶ =
u = {un} n∈ m:un ∈ ,

‖u‖q = ∑
n∈ m

| un | q( )
1 / q

< + ∞{ }
其中 q∈[1,+∞ )。 因此,有下述嵌入关系成立:

lq1 ⊂ lq2,‖u‖q2 ≤ ‖u‖q1,
1 ≤ q1 ≤ q2 ≤+ ∞,‖u‖∞ = sup

n∈ m
| un | 。

　 　 令 E ∶ =D((-Δ+V) 1 / 2),其中

( - Δ + V)un ∶ = - Δun + vnun,V = {vn} n∈ m。
根据假设可知,算子-Δ+V 是 l2 空间上的无界自

伴算子,又由算子-Δ 是 l2 空间上的有界算子,易
得 E={u∈l2 ∶ V1 / 2u∈l2}。

引理 1 (参考文献 [15]) 假设条件 ( V) 成

立,则
(1)对任意 2≤p≤∞,从空间 E 到空间 lp 的

嵌入映射是紧的。
(2)算子 H 的谱 σ(H)是离散的。
运用分析的技巧可将不定方程转化为正定方

程,从而可以大大降低分析的难度,具体做法

如下:
注 2:显然,存在常数 θ>0,使得

λ1 + θ - ω > c > 0,
其中 λ1 ∶ = infσ(-Δ+V)。

令 fn(x)= fn(x) +θx,易证 fn 满足条件(F2)、
(F3)和条件(F5) ~ (F7)。 所以,方程(2)等价于

下述方程:
- Δun + vnun = fn(un),n ∈ m, (5)

并满足边界条件(3),其中 vn = vn+θ-ω。 因此,要
证明定理 3、4,只需证明在假设条件成立的情况

下方程(5)存在无穷多个非平凡同宿解。
定义算子 H 为 Hun ∶ = -Δun+vnun,则在空间

E 上的内积和范数:
(u,φ) ∶ = (Hu,φ) l2 =

∑
n∈ m

( - Δun + vnun)φn[ ] ,

‖u‖ = (u,u)
1
2 ,∀u,φ ∈ E。

所以,方程(5)所对应的泛函可以写为:

Φ(u) = 1
2
(Hu,u) l2 - ∑

n∈ m
Fn(un) =

1
2
‖u‖2 - ∑

n∈ m
Fn(un),∀u ∈ E,(6)

其中

Fn(x) ∶ = ∫x
0
fn( t)dt,∀(n,x) ∈ m × 。

因此,有 Φ∈C1(E, )且
〈Φ′(u),v〉 = (u,v) - ∑

n∈ m

fn(un)vn,

∀u,v ∈ E。 (7)
　 　 很容易得到方程 (2) 是泛函 Φ 所对应的

Euler-Lagrange 方程。 因此,求解方程(2)的非平

凡解可归结为求解泛函 Φ 的非零临界点。
设 X 为一个实 Banach 空间,泛函 J∈C1(X,

),若 X 中的序列{un}满足条件

J(un) → c,
(1 + ‖un‖)‖J′(un)‖ → 0,n → ∞, (8)

则称{un}为泛函 J 的水平 c 上的 Cerami 序列,记
为(C) c 序列。 若泛函 J 的任何(C) c 序列都存在

收敛子列,则称泛函 J 满足(C) c 条件。
引理 2 (参考文献 [16]) 设 X 是一无限维

Banach 空间,X = YZ,其中 Y 是有限维空间,对
所有 c>0,若 Φ∈C1(X, )满足(C) c 条件且

(1)∀u∈X,Φ(0)= 0,Φ(-u)= Φ(u);
(2)存在常数 α,ρ>0,使得

Φ | ∂Bρ∩Z ≥ α;

　 　 (3)对任意有限维子空间 X⊂X,存在 R =

R(X)>0,使得在 X\BR 上有

Φ(u) ≤ 0;
则 Φ 有一个由临界值组成的无界子序列。

引理 3　 假设条件(V)、(F2)、(F5)、(F6)成
立,对于任意序列{uk}⊂E,若满足 Φ(uk)→c>0,

(1 + ‖u‖k)‖Φ′(uk)‖ → 0, (9)
其中 k→∞,则{uk}在空间 E 上是有界的。

证明:因为{uk}满足式(9),所以存在 M1 >0,
使得

M1 ≥ 1
2
〈Φ′(uk),uk〉 - Φ(uk)。 (10)
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运用反证法,假设当 k→∞ 时,有‖uk‖→∞。 令

vk = uk

‖uk‖
,则有‖vk‖=1 且存在 v∈E 使得

(1)在空间 E 上,
vk⇀v。 (11)

　 　 (2)在空间 lq( m, )(2≤q<+∞ )上,
vk → v。 (12)

由于在空间 E 上 vk⇀v。 对于所有的 n∈ m,vkn 收

敛于 vn,即
lim
k→∞

vkn = vn,∀n ∈ m。

情况(一):v=0。
(I)假设对于任意的 n∈ m,当 k→∞时,存在

常数 T0 >0,使得 | uk
n | ≤T0。 由条件(F5 )和注 2

可得

| Fn(uk
n) | ≤

M0

2
| uk

n | 2 + M0Tp-2
0

p
| uk

n | 2,

(13)
其中(n,u)∈ m× 。

由式(6)和式(13)可得

Φ(uk) = 1
2
‖uk‖2 - ∑

n∈ m
Fn(uk

n) ≥

1
2
‖uk‖2 - ∑

n∈ m
(M0

2
| uk

n | 2 +

M0Tp-2
0

p
| uk

n | 2 ) ≥ 1
2
‖uk‖2 -

M0

2
+ M0T p-2

0

p( ) ‖uk‖2
2。 (14)

　 　 式(14)两边同时除以‖uk‖2,由式(12)和

{Φ(uk)}有界可知存在 ε∈(0, 1
2
)和 N0∈ ,对

于 k≥N0,使得 1
2
≤ε< 1

2
。 显然,这是矛盾的。

(Ⅱ) 假设存在 n0 ∈ m,当 k→∞ 时,使得

uk
n0 →∞。 对于 0≤a1<a2,令
Ωk(a1,a2) = {n ∈ m:a1 ≤| uk

n | < a2}。
对于足够大的 k∈ ,n0 ∈Ωk(T0,+∞ ),结合式

(6)、(7)、(10),条件(F6)和 Fatou 引理可得

M1 ≥ 1
2
〈Φ′(uk),uk〉 - Φ(uk) =

∑
n∈ m

1
2
fn(uk

n)uk
n - Fn(uk

n)é

ë
êê

ù

û
úú ≥

Fn0(u
k
n0) - ‖g‖1 →+ ∞。

显然,与已知矛盾。
情况(二):v≠0。

令 A = n∈ m:vn≠0{ } 。 对于所有 n∈A,可
知 lim

k→∞
| uk

n | =∞ 。

定义:对于任意的 k∈ ,

Xn,Ωk(T0,∞ ) ∶ =
1,n ∈ Ωk(T0,∞ )。
0,n ∉ Ωk(T0,∞ )。{

对于足够大的 k∈ ,A⊂Ωk(T0,∞ )。 由引理 1 可

知‖vk‖2≤γ2‖vk‖,结合式(6)、式(13),条件

(F2),注 2 和 Fatou 引理可得

0 = lim
k→∞

c + o(1)
‖uk‖2

= lim
k→∞

Φ(uk)
‖uk‖2

=

lim
k→∞

1
2

- ∑
n∈ m

Fn(uk
n)

| uk
n | 2 | vkn | 2é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú =

lim
k→∞

[ 1
2

- ∑
n∈Ωk(0,T0)

Fn(uk
n)

| uk
n | 2 | vkn | 2 -

∑
n∈Ωk(T0,∞ )

Fn(uk
n)

| uk
n | 2 | vkn | 2 ] ≤

1
2

+ M0

2
+ M0Tp-2

0

p( ) γ2
2 -

liminf
k→∞

∑
n∈Ωk(T0,∞ )

Fn(uk
n)

| uk
n | 2 | vkn | 2 =

1
2

+ M0

2
+ M0Tp-2

0

p( ) γ2
2 -

liminf
k→∞

∑
n∈ m

| Fn(uk
n) |

| uk
n | 2 [Xn,Ωk(T0,∞ )] |vkn | 2é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≤

1
2

+ M0

2
+ M0Tp-2

0

p( ) γ2
2 -

∑
n∈ m

liminf
k→∞

| Fn(uk
n) |

| uk
n | 2 [Xn,Ωk(T0,∞ )] | vkn | 2é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú =

- ∞。 (15)
由此可推出矛盾,所以{uk}在空间 E 上有界。

引理 4　 假设条件(V)、(F2)、(F5)和(F6)成
立,对于任意序列{uk}⊂E,在空间 E 上有满足式

(9)的收敛子列。
证明:由{uk}的有界性可推出在空间 E 上有

uk⇀u,k→∞。 首先,证明

∑
n∈ m

[(fn(uk
n) - fn(un))(uk

n - un)] → 0,

(16)
其中 k→∞。 由引理 1,在空间 lq(2≤q<∞ )上有

uk→u,k→∞。 因此,则有

‖uk - u‖2 →0。 (17)
由{uk}的有界性和引理 1 可得,对于任意 2≤q<
∞ ,有‖uk‖q <∞ 。 当 k→∞ 时,结合条件(F5),
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式(17)和 Hölder 不等式可得:

∑
n∈ m

(fn(uk
n) - fn(un))(uk

n - un)[ ] ≤

∑
n∈ m

( | fn(uk
n) | + | fn(un) | ) | uk

n - un |[ ] ≤

M0∑
n∈ m

( | uk
n | + | uk

n | p-1) | uk
n - un | +

M0∑
n∈ m

( | un | + | un | p-1) | uk
n - un | ≤

M0(‖uk‖2 + ‖uk‖p-1
2p-2)‖uk - u‖2 +

M0(‖u‖2 + ‖u‖p-1
2p-2)‖uk - u‖2 →0,(18)

由 uk⇀u 和式(18)可得

‖uk - u‖2 = 〈Φ′(uk) -Φ′(u),uk -u〉 +

∑
n∈ m

[(fn(uk
n)-fn(un))(uk

n -un)]→0,

k → ∞。
因此,Φ 满足(C) c 条件。

引理 5　 假设条件(V)、(F2)、(F5)和(F7)成
立,对于任意序列{uk}⊂E,在空间 E 上有满足式

(9)的收敛子列。
证明:首先,证明{uk}在空间 E 中有界,然后

再利用反证法来证明。 假设当 k→∞时,‖uk‖→

∞。 令 vk = uk

‖uk‖
,则有‖vk‖=1 并且当 2≤q≤

∞时,有‖vk‖q≤γq‖vk‖=γq。
情况(一):v = 0。 结合式(6)、式(7),条件

(F5)、(F7)和 Hölder 不等式,存在 M2>0,使得

M2 ≥ ηΦ(uk) - 〈Φ′(uk),uk〉 =

η
2

- 1( ) ‖uk‖2 +

∑
n∈ m

[fn(uk
n)uk

n - ηFn(uk
n)] ≥

η
2

- 1( ) ‖uk‖2 -

M0(1 + η) ∑
n∈Ωk(0,T1)

( | uk
n | 2 +| uk

n | p) -

∑
n∈Ωk(T1,+∞)

( | uk
n | 2) ≥ η - 2

2
‖uk‖2 -

[M0(1 + η)(1 + Tp-2
1 ) + ]‖uk‖2

2 (19)
式(19)两边同时除以‖uk‖2,则可推出

‖vk‖2
2 ≥ η - 2

2M3
> 0,k → ∞, (20)

其中,M3 = M0(1+η)(1+Tp-2
1 )+[ ] 。 由式(12)和

式(20),可得 v≠0。 显然,这是矛盾的。
情况(二):v≠0。 其证明类似于式(15)的证

明,可得到矛盾。
因此,{uk}在空间 E 上有界。 其余证明与引

理 4 中的证明相同。
引理 6　 假设条件(V)、(F2)、(F5)成立,对

于任意有限维子空间 E⊂E,则有

Φ(u) →- ∞,‖u‖ → ∞,u ∈ E。

证明:运用反证法,假设存在{uk}⊂E,当‖uk‖→∞
时,对于所有的 k∈ ,存在 M>0,使得 Φ(uk)≥

-M。 令 vk = uk

‖uk‖
,则有‖vk‖=1。 传递到子序

列,可设在空间 E 上有 vk⇀v,k→∞。 已知 E是有

限维,则在空间 E 上有 vk→v,对所有的 n∈ m,有
vkn→vn,所以‖v‖=1。 类似式(15)的过程,可推

出矛盾。
推论 1　 假设条件(V)、(F2)和(F5)成立,对

于任意有限维子空间 E⊂E,则有 R = R(E) >0,
使得

Φ(u) ≤ 0,∀u ∈ E,‖u‖ ≥ R。
　 　 令{ej}为空间 E 的标准正交基且 X j = ej,

Yk =⊗j = 1

k
X j,Zk = ⊗

j = k+1

∞
X j,k ∈ 。

　 　 引理 7 　 假设条件(V)和条件(F5)成立,则
存在常数 ρ,α>0,使得

Φ | ∂Bρ∩Zm
≥ α。

证明:令

l2(k) ∶ = sup
u∈ k \{0}

‖u‖2

‖u‖
,

lp(k) ∶ = sup
u∈ k \{0}

‖u‖p

‖u‖
,p > 2。

易得 0<l2(k+1)≤l2(k),且当 k→∞时有 l2(k)→
l≥0。 对每一个 k≥0,存在 uk∈ k 使得‖uk‖=1
且‖uk‖2>l2(k) / 2。 由 k 的定义可知,在空间 E
上有 uk⇀0,k→∞。 因此,由引理 1 可知,在空间 l2

上有 uk→0,k→∞。 因此可得 l = 0,即 l2(k)→0,
k→∞。 与之相似,易得当 k→∞时有 lp(k)→0。

选择一个足够大的整数 k>1,使得

‖u‖2
2 ≤ 1

2M0
‖u‖2,‖u‖p

p ≤
p

4M0
‖u‖p,

p > 2,∀u ∈ Zk。 (21)
　 　 如果‖u‖= T0,则有‖u‖∞ ≤T0。 因此,由
假设(F5)和注 2 可得

97



第 37 卷第 5 期 南华大学学报(自然科学版) 2023 年 10 月

| Fn(un) | ≤
M0

2
| un | 2 + M0

p
| un | p。 (22)

结合式(6)、式(21)和式(22)可得

Φ(u) = 1
2
‖u‖2 - ∑

n∈ m

Fn(un) ≥ 1
2
‖u‖2 -

M0

2 ∑
n∈ m

| un | 2 - M0

p ∑n∈ m
| un | p =

1
2
‖u‖2 - M0

2
‖u‖2

2 - M0

p
‖u‖p

p ≥

1
4
(‖u‖2 - ‖u‖p) = 2p-2 - 1

2p+2 ∶ = α,

∀u ∈ Zm,‖u‖ = 1
2

∶ = ρ。

由此引理得证。

2　 主要结果证明

定理 3 的证明:令 X = E,Y = Ym,Z = Zm,F 满

足条件(F2)、(F3)、(F5)和条件(F6)。 通过引理

3、4、7 和推论 1,满足引理 2 的所有条件。 从而,
系统有无穷多个非平凡解。

定理 4 的证明:令 X = E,Y = Ym,Z = Zm,F 满

足条件(F2)、(F3)、(F5)和条件(F7)。 通过引理

5、7 和推论 1,同样满足引理 2 的所有条件。 从

而,系统有无穷多个非平凡解。
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