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摘　 要:本文研究了保费过程和索赔过程均为复合 Poisson-Geometric 过程的具有投

资收益的双险种双复合 Poisson-Geometric 风险模型,利用概率论中的期望理论和切

比雪夫不等式,得出此模型的调节系数不存在。 在将干扰因素考虑进来后,得到了调

节系数和破产概率的表达式。
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Abstract:A double compound Poisson-Geometric risk model with investment returns has
been studied, in which the premium process and claim process are both Poisson-Geometric
process. Using the expectation theory in probability theory and the Chebyshev inequality,
it concludes that the adjustment coefficient of this model does not exist. After taking the
interference factors into account, the expressions of the adjustment coefficient and the ruin
probability are obtained.
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0　 引　 言

近年来,对保险风险模型中破产问题的研究一

直是金融与保险精算学的研究热点。 越来越多的

国内外学者在经典风险模型的基础上开展了进一

步研究。 文献[1]首先把经典 Poisson 模型推广到

带扰动的风险模型。 文献[2]研究了经典风险模型

破产概率及其局部解的渐近解。 因在实际过程中,
索赔次数并不会完全服从 Poisson 分布,文献[3]
在经典模型的基础上首次引入一类复合 Poisson-
Geometric 分布,得了复合 Poisson-Geometric 风险

模型的破产概率的表达式。 文献[4-5] 对复合

Poisson-Geometric 风险模型进行研究,文献[4]得
到了 Gerber-Shiu 折现惩罚期望函数所满足的更

新方程,且推导出了破产概率和破产即刻前盈余

分布等所满足的更新方程,文献[5]研究了其破

产概率的上界估计问题,得到了估计公式。 考虑

到影响盈余的因素,文献[6-11]引入了利率因素、
干扰因素、分红问题、随机保费问题等。 文献[12-
13]将单险种的复合 Poisson-Geometric 过程推广

到双险种,考虑随机保费服从复合 Poisson 过程,
索赔为复合 Poisson-Geometric 过程的双险种的风

险模型。 文献[14]则是考虑随机保费与索赔过

程均为复合 Poisson-Geometric 过程的双险种的风

险模型,本文则是在此基础上,引入具有投资收益

的双险种双复合 Poisson-Geometric 风险模型,利
用概率论中的期望理论和切比雪夫不等式推导得

到了调节系数,并获得了破产概率的表达式。

1　 预备知识

定义 1[3] 　 称母函数 G(t)= exp λ(t - 1)
1 - ρt

é

ë
êê

ù

û
úú 所

对应 的 分 布 为 Poisson-Geometric 分 布, 记 为

PG(λ,ρ),其中 λ>0,0≤ρ<1。
定义 2[3] 　 设 λ>0,0≤ρ<1,称{N( t);t≥0}

为参数 λ, ρ 复合 Poisson-Geometric 过程。 如果

满足:
(1)N(0)= 0;
(2){N( t);t≥0}具有独立平稳增量;
(3)对 t>0 有 N( t) ~ PG(λt,ρ)而且

E[N( t)] = λt
1 - ρ

,Var = λt(1 + ρ)
(1 - ρ) 2 。

　 　 定义 3[3] 　 设 Y(t) =∑
N(t)

i = 1
Xi,其中{N(t);t≥0}

为复合 Poisson-Geometric 过程;X i 之间独立同分

布,而且与{N( t)}独立。 称{Y( t);t≥0}为双复

合 Poisson-Geometric。 设 X i 的 矩 母 函 数 为

MX( r),并且每次 X i≥0,则有以下结论:
(1){Y( t);t≥0}具有独立平稳的增量;
(2)N( t),Y( t)的矩母函数分别为

MN( t)( r) = exp λt(er - 1)
1 - ρer

é

ë
êê

ù

û
úú ,

MY( t)( r) = exp
λt(MX( r) - 1)
1 - ρMX( r)

é

ë
êê

ù

û
úú 。

2　 模　 型

建立如下两种模型:

U( t) = u - u1 + (1 + βt)u1 + ∑
M1( t)

i = 1
X(1)

i + ∑
M2( t)

i = 1
X(2)

i -

∑
N1( t)

i = 1
Y(1)

i - ∑
N2( t)

i = 1
Y(2)

i (1)

U∗( t) = u - u1 + (1 + βt)u1 +∑
M1( t)

i = 1
X(1)

i +∑
M2( t)

i = 1
X(2)

i -

∑
N1( t)

i = 1
Y(1)

i - ∑
N2( t)

i = 1
Y(2)

i + σW( t) (2)

式中: u 为初始本金;u1 为带有稳定收益的投资

金;β 为稳定的投资收益率;M1( t)、M2( t) 分别为

X(1)、X(2) 到时刻 t 为止的保单个数;X(1)
i ( i = 1,

2,…,M1( t)),X(2)
i ( i = 1,2,…,M2( t)) 分别为第 i

张保单的保费;N1( t)、N2( t) 为到时刻 t 为止的两

险 种 的 理 赔 次 数;Y(1)
i ( i = 1,2,…,N1( t)),

Y(2)
i ( i = 1,2,…,N2( t)) 为第 i 次的理赔金额;

W( t) 为影响整体运营的干扰因素,为服从标准正

态分布的布朗运动;σ 为扰动系数;U( t) 表示到

时刻 t 为止的盈余。
提出假设:
(1)X(1)

i ,X(2)
i ,Y(1)

i ,Y(2)
i 均为非负独立同分

布随机变量序列。
(2)M1( t) ~ PG(λ1 t,ρ1 ),M2( t) ~ PG(λ3 t,

ρ3),N1( t) ~ PG(λ2 t,ρ2 ),N2( t) ~ PG(λ4 t,p4 ),
W( t)为标准正态分布的布朗运动。

(3) X(1)
i , X(2)

i , Y(1)
i , Y(2)

i , M1 ( t), M2 ( t),
N1( t),N2( t),W( t)相互独立。

称模型(1)为带有投资收益的双险种双复合

Poisson-Geometric 风险模型,其中保费过程、索赔

过程均为复合 Poisson-Geometric 过程;模型(2)为
具有投资收益的带干扰的双险种双复合 Poisson-
Geometric 风险模型。

定义 4[15] 　 记 T = inf{t≥0,U(t) < 0},表示

保险公司破产时刻(若对任意的 t≥0都有U(t)≥0,
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则定义T =∞),则在初始资本为 u的条件下,定义

保险 公 司 最 终 破 产 概 率 为 ψ(u) = P{T <
∞ U(0) = u} 生存概率为 φ(u) = 1 - ψ(u)。

记 S( t) = βtu1 +∑
M1( t)

i = 1
X(1)

i +∑
M2( t)

i = 1
X(2)

i - ∑
N1( t)

i = 1
Y(1)

i -

∑
N2( t)

i = 1
Y(2)

i 为模型(1) 中的盈利过程,记 S∗(t)=βtu1 +

∑
M1( t)

i = 1
X(1)

i +∑
M2( t)

i = 1
X(2)

i -∑
N1( t)

i = 1
Y(1)

i -∑
N2( t)

i = 1
Y(2)

i + σW( t) 为

模型(2) 中的盈利过程,为了保证公司的正常运

转,须要求期望收入总和大于支出总额。 即要求

E[S( t)] > 0, 而

E[S( t)] = E [βtu1 + ∑
M1( t)

i = 1
X(1)

i + ∑
M2( t)

i = 1
X(2)

i -

∑
N1( t)

i = 1
Y(1)

i - ∑
N2( t)

i = 1
Y(2)

i ] = βtu1 +

E[M1( t)]E[X(1)] + E[M2( t)] ×
E[X(2)] - E[N1( t)]E[Y(1)] -

E[N2( t)]E[Y(2)] = (βu1 +

λ1

1 - ρ1
E[X(1)] + λ3

1 - ρ3
E[X(2)] -

λ2

1 - ρ2
E[Y(1)] -

λ4

1 - ρ4
E[Y(2)] ) t > 0

或

E[S∗( t)] = E [βtu1 + ∑
M1( t)

i = 1
X(1)

i + ∑
M2( t)

i = 1
X(2)

i -

∑
N1( t)

i = 1
Y(1)

i -∑
N2( t)

i = 1
Y(2)

i + σW( t) ] = βtu1 +

E[M1( t)]E[X(1)] + E[M2( t)] ×
E[X(2)] - E[N1( t)]E[Y(1)] -

E[N2( t)]E[Y(2)] = (βu1 +

λ1

1 - ρ1
E[X(1)] + λ3

1 - ρ3
E[X(2)] -

λ2

1 - ρ2
E[Y(1)]-

λ4

1 - ρ4
E[Y(2)] ) t > 0。

因为 t>0,所以

βu1 + λ1

1 - ρ1
E[X(1)] + λ3

1 - ρ3
E[X(2)] - λ2

1 - ρ2

×

　 E[Y(1)] - λ4

1 - ρ4
E[Y(2)] > 0。

其中 X(1), X(2), Y(1), Y(2) 分别表示 X(1)
i , X(2)

i ,
Y(1)

i ,Y(2)
i 同分布的随机变量,在此可定义安全系

数为

θ =
βu1 + λ1

1 - ρ1
E[X(1)] + λ3

1 - ρ3
E[X(2)]

λ2

1 - ρ2
E[Y(1)] + λ4

1 - ρ4
E[Y(1)]

- 1,

并且 θ > 0, 当 θ ≤0 时, 一定会发生破产, 即

ψ(u)= 1。

3　 主要结论

引理 1　 对于模型(1)存在一个函数 g( r),
使得 E[e-rS( t)] =eg( r) t。

证明:令 MX(1)(r),MX(2)(r),MY(1)( r),MY(2)( r)
分别表示 X(1)

i ,X(2)
i ,Y(1)

i ,Y(2)
i 的矩母函数,则

E[e -rS( t)] = E [ exp { - r [βtu1+∑
M1( t)

i = 1
X(1)

i +∑
M2( t)

i = 1
X(2)

i -

∑
N1( t)

i = 1
Y(1)

i - ∑
N2( t)

i = 1
Y(2)

i ] } ] = E[e -rβtu1] ×

E [ exp ( - r∑
M1( t)

i = 1
X(1)

i ) ] ×

E [ exp ( - r∑
M2( t)

i = 1
X(2)

i ) ] ×

E [ exp ( r∑
N1(t)

i =1
Y(1)
i ) ]E [ exp ( r∑

N2(t)

i =1
Y(2)
i ) ]=

exp [ - rβtu1 +
λ1 t(MX(1)( - r) - 1)
1 - ρ1MX(1)( - r)

+

λ3t(MX(2)(- r) - 1)
1 - ρ3MX(2)(- r)

+λ2t(MY(1)(r) - 1)
1 - ρ2MY(1)(r)

+

λ4 t(MY(2)( r) - 1)
1 - ρ4MY(2)( r)

]。
令

g( r) = - rβu1 + λ1(MX(1)( - r) - 1)
1 - ρ1MX(1)( - r)

+

λ3(MX(2)( - r) - 1)
1 - ρ3MX(2)( - r)

+ λ2(MY(1)( r) - 1)
1 - ρ2MY(1)( r)

+

λ4(MY(2)( r) - 1)
1 - ρ4MY(2)( r)

则 E[e-rS( t)] =eg( r) t。
引理 2　 对于模型(2)存在一个函数 g( r),

使得 E[e-rS∗( t)] =eg( r) t。
证明:同理理论 1 的证明,令

g( r) = - rβu1 + λ1(MX(1)( - r) - 1)
1 - ρ1MX(1)( - r)

+

λ3(MX(2)( - r) - 1)
1 - ρ3MX(2)( - r)

+ λ2(MY(1)( r) - 1)
1 - ρ2MY(1)( r)

+

λ4(MY(2)( r) - 1)
1 - ρ4MY(2)( r)

+ 1
2
r2σ2
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则有 E[e-rS∗( t)] =eg( r) t。
定义 5　 方程 g( r)= 0 在 r>0 内的正解 R,称

之为调节函数。

定理 1　 模型(1)中不存在 R。
证明:由

g( r) = - rβu1 + λ1(MX(1)( - r) - 1)
1 - ρ1MX(1)( - r)

+ λ3(MX(2)( - r) - 1)
1 - ρ3MX(2)( - r)

+ λ2(MY(1)( r) - 1)
1 - ρ2MY(1)( r)

+ λ4(MY(2)( r) - 1)
1 - ρ4MY(2)( r)

,

　 　 可得 g(0)= 0,g(+∞ )= -∞ ,

g′( r) = - βu1 - λ1M′X(1)( - r)(1 - ρ1)
[1 - ρ1MX(1)( - r)] 2

- λ3M′X(2)( - r)(1 - ρ3)
[1 - ρ3MX(2)( - r)] 2

+ λ2M′Y(1)( r)(1 - ρ2)
[1 - ρ2MY(1)( r)] 2

+

λ4M′Y(2)( r)(1 - ρ4)
[1 - ρ4MY(2)( r)] 2 ,

g′(0) = - βu1 - λ1M′X(1)(0)(1 - ρ1)
[1 - ρ1MX(1)(0)] 2

- λ3M′X(2)(0)(1 - ρ3)
[1 - ρ3MX(2)(0)] 2

+ λ2M′Y(1)(0)(1 - ρ2)
[1 - ρ2MY(1)(0)] 2

+

λ4M′Y(2)(0)(1 - ρ4)
[1 - ρ4MY(2)(0)] 2

= - βu1 - λ1E[X(1)]
1 - ρ1

- λ3E[X(2)]
1 - ρ3

+ λ2E[N(1)]
1 - ρ2

+ λ4E[N(2)]
1 - ρ4

< 0

g″( r) = λ1M″X(1)( - r)(1 - ρ1)[1 - ρ1MX(1)( - r)]2 + 2λ1ρ1(1 - ρ1)[M′X(1)( - r)]2[1 - ρ1MX(1)( - r)]
[1 - ρ1MX(1)( - r)]4

+

λ3M″X(2)( - r)(1 - ρ3)[1 - ρ3MX(2)( - r)]2 + 2λ3ρ3(1 - ρ3)[M′X(2)( - r)]2[1 - ρ3MX(2)( - r)]
[1 - ρ3MX(2)( - r)]4

+

λ2M″Y(1)( r)(1 - ρ2)[1 - ρ2MY(1)( r)] 2 + 2λ2ρ2(1 - ρ2)[M′Y(1)( r)] 2[1 - ρ2MY(1)( r)]
[1 - ρ2MY(1)( r)] 4

+

λ4M″Y(2)( r)(1 - ρ4)[1 - ρ4MY(2)( r)] 2 + 2λ4ρ4(1 - ρ4)[M′Y(2)( r)] 2[1 - ρ4MY(2)( r)]
[1 - ρ4MY(2)( r)] 4 > 0

g″(0) = λ1E[(X(1)) 2] + 2λ1ρ1[E[X(1)]] 2

1 - ρ1

+ λ3E[(X(2)) 2] + 2λ3ρ3[E[X(2)]] 2

1 - ρ3

+

λ2E[(Y(1)) 2] + 2λ2ρ2[E[Y(1)]] 2

1 - ρ2

+ λ4E[(Y(2)) 2] + 2λ4ρ4[E[Y(2)]] 2

1 - ρ4
> 0。

　 　 所以 g′(r)在(0,+∞)上是增函数,又 g′(0)<0,
故 g( r)递减,而 g(0)= 0,g(+∞ )<0,所以 g( r)=
0 在 r>0 内无解,即模型(1)不存在调节系数。

定理 2　 模型(2)中存在唯一的调节系数 R。
证明:由

g( r) = - rβu1 + λ1(MX(1)( - r) - 1)
1 - ρ1MX(1)( - r)

+

λ3(MX(2)( - r) - 1)
1 - ρ3MX(2)( - r)

+ λ2(MY(1)( r) - 1)
1 - ρ2MY(1)( r)

+

λ4(MY(2)( r) - 1)
1 - ρ4MY(2)( r)

+ 1
2
r2σ2,

可得 g(0)= 0,g(+∞ )= +∞ ,

g′( r) = - βu1 - λ1M′X(1)( - r)(1 - ρ1)
[1 - ρ1MX(1)( - r)] 2

-

λ3M′X(2)(- r)(1 - ρ3)
[1 - ρ3MX(2)(- r)]2

+ λ2M′Y(1)(r)(1 - ρ2)
[1 - ρ2MY(1)(r)]2

+

λ4M′Y(2)( r)(1 - ρ4)
[1 - ρ4MY(2)( r)] 2

+ rσ2

g′(0) = - βu1 - λ1E[X(1)]
1 - ρ1

- λ3E[X(2)]
1 - ρ3

+

λ2E[N(1)]
1 - ρ2

+ λ4E[N(2)]
1 - ρ4

< 0,

所以

g″( r) = λ1M″X(1)( - r)(1 - ρ1)[1 - ρ1MX(1)( - r)]2 + 2λ1ρ1(1 - ρ1)[M′X(1)( - r)]2[1 - ρ1MX(1)( - r)]
[1 - ρ1MX(1)( - r)]4

+
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λ3M″X(2)( - r)(1 - ρ3)[1 - ρ3MX(2)( - r)]2 + 2λ3ρ3(1 - ρ3)[M′X(2)( - r)]2[1 - ρ3MX(2)( - r)]
[1 - ρ3MX(2)( - r)]4

+

λ2M″Y(1)( r)(1 - ρ2)[1 - ρ2MY(1)( r)] 2 + 2λ2ρ2(1 - ρ2)[M′Y(1)( r)] 2[1 - ρ2MY(1)( r)]
[1 - ρ2MY(1)( r)] 4

+

λ4M″Y(2)( r)(1 - ρ4)[1 - ρ4MY(2)( r)] 2 + 2λ4ρ4(1 - ρ4)[M′Y(2)( r)] 2[1 - ρ4MY(2)( r)]
[1 - ρ4MY(2)( r)] 4

+ σ2

g″(0) = λ1E[(X(1)) 2] + 2λ1ρ1[E[X(1)]] 2

1 - ρ1

+ λ3E[(X(2)) 2] + 2λ3ρ3[E[X(2)]] 2

1 - ρ3

+

λ2E[(Y(1)) 2] + 2λ2ρ2[E[Y(1)]] 2

1 - ρ2

+ λ4E[(Y(2)) 2] + 2λ4ρ4[E[Y(2)]] 2

1 - ρ4

+ σ2 > 0。

　 　 所以 g( r)在 r>0 时为严格单调下凸函数,而
g(0)= 0,g(+∞ )>0,所以 g( r)= 0 在 r>0 上存在

唯一的调节系数 R,使得 g(R)= 0,即模型(2)存
在调节系数。

定理 3　 风险模型(2)的最终的破产概率为

ψ(u) = e -Ru

E[e -RU∗(T) | T < ∞]
,(R 为调节系数)。

　 　 证明:由定理 2 可知,模型(2)有唯一的调节

系数 R,使得 g(R)= 0,即 E[e-RU∗( t)] =e-RU∗。 而

E[e -RU∗( t)] = E[e -RU∗( t) | T ≤ t]P T ≤ t( ) +
E[e -RU∗( t) | T > t]P(T > t),

现只需要证明lim
t→∞

E[e-RU∗( t) | T>t]P(T>t)= 0,定

理就得证。
令

a = βu1 + λ1

1 - ρ1
E[X(1)] + λ3

1 - ρ3
E[X(2)] -

λ2

1 - ρ2
E[Y(1)] - λ4

1 - ρ4
E[Y(2)],

b2 = λ1E[(X(1)) 2]
1 - ρ1

+ 2λ1ρ1[E[X(1)]] 2

(1 - ρ1) 2
+

λ3E[(X(2)) 2]
1 - ρ3

+ 2λ3ρ3[E[X(2)]] 2

(1 - ρ3) 2
+

λ2E[(Y(1)) 2]
1 - ρ2

+ 2λ2ρ2[E[Y(1)]] 2

(1 - ρ2) 2
+

λ4E[(Y(2)) 2]
1 - ρ4

+ 2λ4ρ4[E[Y(2)]] 2

(1 - ρ4) 2
+ σ2。

则 E[U∗( t)] = u+at,Var[U∗( t)] = b2 t。 考虑

函数 h ( t) = E [U∗( t)] - bt
2
3 ,则有 lim

t→+∞
h ( t) =

+∞ , lim
t→+∞

e-rh( t)= +∞ 。 因此,当

E[e -RU∗( t) | T > t] = E[e -RU∗( t) | T > t,0 ≤
U∗( t) ≤ h( t)]P(T > t,
0 < U∗( t) < h( t)) +

E[e-RU∗(t) | T > t,U∗(t) >
h(t)] × P(T > t,U∗(t) >
h( t)) ≤ P(0 ≤ U∗( t) ≤
h( t)) + e -Rh( t)。

由切比雪夫不等式有:
0 ≤ P(0 ≤ U∗( t) ≤ h( t)) ≤

　 P( | U∗( t) - E[U∗( t)] | ≥ bt
2
3 ) ≤

　 Var[U∗( t)]
(bt

2
3 ) 2

= t -
1
3 。

又因为 E[e -RU∗( t) | T > t] ≤ t -
1
3 + e -Rh( t), 所

以lim
t→∞

E[e -RU∗( t) | T > t] = 0, 所以可知

E[e -RU∗( t) | T < ∞]P(T > ∞) =
E[e -RU∗( t) | T < ∞]ψ(u),

所以模型(2)的破产概率为

ψ(u) = e -Ru

E[e -RU∗(T) | T < ∞]
。

即定理得证。
推论 1　 模型(2)中,{U∗(n)} +∞

n=1 的最终破

产概率满足 Lundberg 不等式 ψ(u)<e-Ru(u≥0)。
证明:当 T<∞ 时,U( t) <0,因此 E[ e-RU∗(T) |

T<∞ ]>1,由定理 3 可知,ψ(u)<e-Ru。
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