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摘　 要:研究了一类四阶椭圆型方程解的存在性,在对非线性项作新的假设条件下,
通过山路引理得到了四阶椭圆方程的一个非平凡解的存在性结果。
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Existence of Solutions for a Class of Fourth-order Elliptic Equations
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Abstract:In this paper, we study the existence of solutions for a class of fourth-order ellip-
tic equations. Under new assumptions on nonlinearity f, the existence of a nontrivial solu-
tion of a fourth order elliptic equation is obtained by using critical theorems.
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0　 引　 言

考虑下列四阶椭圆型方程:
- Δ2u - Δu + V(x)u = f(x,u),x ∈ N,
u ∈ H2( N),{

(1)
其中 V: N→ ,f: N× → 。

四阶椭圆方程产生于研究悬桥周期振动中的

行波问题[1]和研究静态偏转的弹性板问题,大量

应用于物理、化学等现象中,因此受到了广泛研究

和关注。 对于求解高阶椭圆型方程,运用变分法

可以巧妙地将寻找方程解的问题化为寻找相应能

量泛函临界点的问题。 1973 年 A. Ambrosetti 和
P. H. Rabinowitz 提出的山路引理为在变分框架下

研究解的存在性及多重性提供了强有力的工具,
随后各类四阶椭圆方程解的存在性和多重性等问

题便成为学者们的研究热点之一,其中就有许多

学者研究了四阶椭圆方程的解(参考文献[1-11])。
确切地来说,Y. L. Yin 和 X. Wu(参考文献[4])研
究了问题 (1),他们利用变分方法得到了下面
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定理。
定理 1　 若 f 满足下列条件:
(V)inf NV(x)>0,对任意 M>0,有 meas{x∈

N:V(x)≤M} <+∞ ,其中 meas(·)是 N 中的勒

贝格测度;
(f1) f(x,t) ≤a(1+ | t | p-1) (x,t)∈ N × ,

其中 p∈(2,2∗)且 a>0,其中

2∗ =
2N

N - 4
, N > 4

+ ∞, N ≤4
{ ;

(f2)对所有 x∈ N,lim
t→0

f(x,t)
t

=0;

(f3)a0 ∶= inft∈ ,| t | =1F(x,t)>0;
(f4)对所有(x,t)∈ N× ,存在 μ>2,使得 μF

(x,t)≤f(x,t) t;
则问题(1)存在一个非平凡解。
定理 2　 若 f 满足(V),( f1)和( f2)以及下列

条件:
(f5)对所有 x∈ N,存在 2<ω<2∗,使得

lim inf | t| →∞
F(x,t)
| t | ω > 0;

　 　 ( f6)对所有 x∈ N,存在 μ>2 和 r>0,使得

μF(x,t)≤f(x,t) t,其中 | t |≥r;
则问题(1)存在一个非平凡解。
注 1:(f3)和(f4)暗示了(f5)和( f6),则定理 1

推广了定理 2。
之后有学者引入参数 λ 研究了如下方程

Δ2u - Δu + λV(x)u = f(x,u),x ∈ N,
u ∈ H2( N),{

　 　 例如 J. Liu 和 S. X. Chen 等人在文献[9]中假

设 V,f(x,u)满足类似文献[4]中的假设条件,同
样利用变分方法得到了非平凡解的存在及多

重性。
随后,Zhang 和 Tang 等人在文献[10]中假设

V 满足下列假设条件:
(V1)V∈C( N, ),inf NV(x)>-∞ ;
(V1 ′)存在一个常数 d0>0,有

lim
y →∞

meas{x ∈ N: x - y ≤ d0,

V(x) ≤ M} = 0,∀M > 0
其中 meas(·)是 N 中的勒贝格测度;

在 f(x,u)满足一定的假设条件下,同样利用

变分原理得到了无穷多个解的存在性。 还有学者

研究如 ε4Δ2u+V(x) u = f(x,u),x∈ N 这样的四

阶椭圆方程解的存在和多重性等等,例如文献

[11]。

本文对一类四阶椭圆方程非平凡解的存在性

进行了研究,并对 f(x,u)作新的假设条件,故将

使用以下条件:
(V′)V∈C( N, ),inf NV(x) >0 并且存在一

个常数 d0>0,有
lim
y →∞

meas{x∈ N: x - y ≤ d0,V(x)≤ M} =0,

∀M > 0
　 　 ( f7)当 t →0 时,f(x,t) = o( t ) 对 x ∈ N

一致成立,且 F(x,t) ∶= ∫t
0
f(x,s)ds ≥0;

(f8)存在一个域 G⊂ N,使得

lim
t →∞

F(x,t)
t 2

= ∞,

关于 a. e. x∈G 一致成立;

(f9)F(x,t) ∶= 1
2
f(x,t) t-F(x,t)≥0,并且存

在 c0>0,R0>0 且 σ∈(0,1),则

f(x,t)
t σ

é

ë
êê

ù

û
úú

2N
2N-(1+σ)(N-4)

≤ c0F(x,t),

t ≥ R0 且 N > 4
以及对一些 κ∈(1,2 / (1-σ)]

f(x,t)
t σ

é

ë
êê

ù

û
úú

κ

≤ c0F(x,t), t ≥ R0 且 N ≤4。

　 　 定理 3　 假设满足(V′),(f1)和(f7) ~ (f9)条
件,则问题(1)有一个非平凡解。

注 2:很容易看出, ( V′), ( f8 ) 和 ( f9 ) 弱于

(V),(f3)和(f4),其中(f8)是局部超线性条件,由
此建立了一个新的存在性准则。

例 1: 当 N > 4 且 F(x,t) = [sin(2πx1) +
| sin(2πx1) | ] t2 ln(1 + t2),
则

f(x,t) = [sin(2πx1) +| sin(2πx1) | ] ×

2tln(1 + t2) + 2t3

1 + t2
é

ë
êê

ù

û
úú

F(x,t) = sin(2πx1) + sin(2πx1)[ ] t4

1 + t2
≥0

很显然,当 σ∈(0,1),G=(1 / 6,1 / 2)× N-1,f 满足

(f7) ~ (f9),但不满足( f4)和( f6),故不满足定理

1 和定理 2。

1　 预备知识

在希尔伯特空间

E = { u ∈ H2( N) ∫ N
( | Δu | 2 +|∇u | 2 +

V(x)u2)dx < + ∞ }
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其中内积表示为

(u,v) E = ∫ N
(ΔuΔv + ∇u·∇v + V(x)uv)dx

相关范数为

‖u‖E = ∫ N
( Δu 2 + ∇u 2 + V(x)u2)dx{ }

1
2

　 　 显然,E 是连续嵌入到 H2( N),因此在 s∈
[2,2∗],连续嵌入到 Ls( N)故存在一个常数 γs

使得

‖u‖s ≤ γs‖u‖,∀u ∈ E (2)
其中‖u‖s 表示在 Ls( N)中所有 s∈[2,2∗]的
通常范数。

引理 1　 (参考文献[12]) 在假设(V′)条件

下,对于 s∈[2,2∗),E 紧嵌入 Ls( N)。 对每个 u
∈E,定义

Φ(u) = 1
2 ∫ N

( | Δu | 2 +| ∇u | 2 + V(x)u2)dx -

∫ N
F(x,u)dx (3)

故有下列引理:
引理 2 　 (参考文献 [4]) 如果假设 ( V′),

(f7)和(f8)成立,那么 Φ∈C1(E, ),且有对任意

的 u,v∈E 有

〈Φ′(u),v〉= ∫ N
(ΔuΔv +∇u·∇v+V(x)uv)dx -

∫ N
f(x,u)vdx (4)

此外,Ψ′:E→E∗是紧性的,E∗是 E 的对偶空间,
其中

Ψ(u) = ∫ N
F(x,u)dx。

　 　 众所周知,问题(1)是函数 Φ:E→ 的欧拉-
拉格朗日方程,因此 u∈E 是问题(1)的弱解,当
且仅当 u 是 Φ 临界点,即对任意的 v∈E 有

〈Φ′(u),v〉 = ∫ N
(ΔuΔv+∇u·∇v+V(x)uv)dx -

∫ N
f(x,u)vdx = 0

　 　 引理 3　 (参考文献[13])假设 G⊂ N 是一

个开集,则对所有的闭集 H⊂G,存在一个函数 ϕ
∈C∞

0 ( N),使得对所有 x∈ N \G,ϕ(x)= 0;对所

有 x∈H,ϕ(x)= 1;对所有 x∈G \H,0≤ϕ(x)≤1。
定义 1　 (参考文献[14]) 假设 E 是一个实

Banach 空间,φ∈C1(E, )。 如果对任意的{uk}⊂
E,φ(uk)有界,φ′(uk)→0(k→∞ )蕴含{uk}有收

敛子序列,则称 φ 满足(PS)条件。

引理 4　 (参考文献[15]) 设 E 是一个有限

维巴拿赫空间,Φ∈C1(E, ),满足(PS)条件。 如

果 Φ 满足下列条件:
(1)Φ(0)= 0;
(2)存在常数 ρ,α>0,使得 Φ ∂Bρ

≥α;

(3)存在 e∈E \Bρ,使得 Φ(e)≤0;
则 Φ 有一临界值 c≥α,且

c = inf
g∈Γ

max
s∈[0,1]

Φ(g( s))

其中

Γ = g ∈ C([0,1],E):g(0) = 0,g(1) = e{ } 。
　 　 注记 1 　 文献[16]的结果表明,从(C)条件

下可以得到一个形变引理和一个指标理论,这是

得到临界点定理的基础。 在文献[15]中,可以证

明如果采用(C)条件而不是(PS)条件,就可证明

引理 4 仍然成立。 故当任意序列{un}满足

I(un) → c,‖I′(un)‖(1 + ‖un‖) → 0 (5)
有一个收敛子序列,则称 I∈C1(E, )满足(C)
条件。

2　 定理 3 的证明

显而易见,Φ∈C1(E, ),Φ(0)= 0,接下来证

明定理 3。
设 A= -Δ2-Δ+V,其中 A 是一稠密域 D(A)=

H2( N) 的线性算子,那么 A 在 L2 ( N ) 中与域

D(A)是自伴的(参考文献[17],定理 4. 26)。 鉴

于唯一延拓定理 (参考文献 [18]),则有以下

引理。
引理 5　 满足假设(V′),如果 Aω=-Δ2ω-Δω+

V(x)ω,且 ω | G =0,则 ω=0。
引理 6　 假设满足(V′),(f1)和(f7) ~ (f9)条

件,{un}⊂E 满足 Φ( un)→ c,‖Φ′( un)‖(1 +
‖un‖)→0,n→∞,则{un}在 E 中有界。

证明:为了证明{un}的有界性,用反证法,假

设当 n→∞时,‖un‖→∞。 设 vn =
un

‖un‖
,显然,

‖vn‖=1 且‖vn‖s≤γs‖vn‖= γs(2≤s≤2∗)。
当 n 足够大时

c + 1 ≥ Φ(un) - 1
2
(Φ′(un),un) =

∫ N
F(x,un)dx (6)

对 0≤a<b,设
Ωn(a,b) = {x ∈ N:a ≤ un < b}

通过子序列,可以假设在 E 中 vn⇀v,且根据引理
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1,当 s∈[2,2∗),在 Ls( N)中 vn→v,且在 N 中几

乎处处 vn→v(n→∞)。
(1)考虑 N>4 的情况。
情形 1　 v = 0。 对于 s∈[2,2∗),在 Ls( N)

中 vn→0,且在 N 中几乎处处 vn→0(n→∞),结合

(f1)和(f7),存在正常数 C1,得

∫
Ωn(0,R0)

f(x,un)
un

vn 2dx≤C1‖vn‖2
2 →0(n→∞)

(7)
由 Hölders 不等式,(f9)和式(6),存在正常数 C2,
可得

1
‖un‖1-σ∫Ωn(R0,∞ )

f(x,un)
un

σ vn σ +1dx ≤

1
‖un‖1-σ ∫Ωn(R0,∞ )

(
f(x,un)
un

σ )
2∗

2∗-1-σ
dxé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2∗-1-σ
2∗

·

‖vn‖σ+1
2∗ ≤

C2

‖un‖1-σ ∫Ωn(R0,∞)
F(x,un)dx[ ]

2∗-1-σ
2∗ =

o(1) (8)
结合式(7)和式(8),可得

1 + o(1) = ‖un‖2 - 〈Φ′(un),un〉
‖un‖2

=

1
‖un‖

∫ N
f(x,un)vndx ≤

∫
Ωn(0,R0)

f(x,un)
un

vn 2dx +

1
‖un‖1-σ∫Ωn(R0,∞ )

f(x,un)
un

σ vn σ +1dx =

o(1)
故矛盾。

情形 2 　 v≠0。 对任意 φ∈C∞
0 ( N ),由式

(4)和式(5)可知

o(1) =〈Φ′(un),‖un‖φ〉=‖un‖∫ N
(ΔunΔφ +

∇un∇φ+V(x)unφ)dx-‖un‖∫ N
f(x,un)φdx=

‖un‖2∫ N
(ΔvnΔφ +∇vn∇φ+V(x)vnφ)dx-

‖un‖∫ N
f(x,un)φdx

得到

∫ N
(ΔvnΔφ + ∇vn∇φ + V(x)vnφ)dx -

1
‖un‖

∫ N
f(x,un)φdx = o(1) (9)

又因为

1
‖un‖

∫ N
f(x,un)φdx ≤ 1

‖un‖1-σ∫un≠0

f(x,un)
un

σ vn σ φ dx =

1
‖un‖1-σ ∫Ωn(0,R0)

f(x,un)
un

σ vn σ φ dx + ∫
Ωn(R0,∞ )

f(x,un)
un

σ vn σ φ dxé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≤

1
‖un‖1-σ C3‖vn‖σ

2 ‖φ‖2 / (2-σ) + ∫
Ωn(R0,∞ )

(
f(x,un)

un
σ )

2∗

2∗-1-σ
dxé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2∗-1-σ
2∗

‖vn‖σ
2∗‖φ‖2∗{ } ≤

C4

‖un‖1-σ ‖φ‖2 / (2-σ) + ‖φ‖2∗ ∫
Ωn(R0,∞ )

F(x,un)dx[ ]
2∗-1-σ

2∗{ } ≤

C5

‖un‖1-σ ‖φ‖2 / (2-σ) + ‖φ‖2∗[ ] = o(1) (10)

其中 C3,C4 和 C5 为正常数。 结合式 (9) 和式

(10)得

∫ N
(ΔvnΔφ + ∇vn∇φ + V(x)vnφ)dx = o(1)

φ ∈ C∞
0 ( N) (11)

　 　 因为 vn⇀v(n→∞),由式(11)可知

∫ N
(ΔvΔφ + ∇v∇φ + V(x)vφ)dx = 0

φ ∈ C∞
0 ( N) (12)

这表明 Av= -Δ2v-Δv+V(x) v = 0。 根据引理 5,可
知 v G≠0,由(f7),(f8)和 Fatous 引理得

0 = lim
n→∞

c + o(1)
‖un‖2

= lim
n→∞

Φ(un)
‖un‖2 ≤

lim
n→∞

1
2

- ∫ N

F(x,un)
u2
n

v2ndx
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≤

lim
n→∞

1
2

- ∫
G

F(x,un)
u2
n

v2ndx
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú = - ∞

故矛盾。
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(2)考虑 N≤4 的情况。
情形 1　 v = 0。 对于 s∈[2,2∗),在 Ls( N)

中 vn→0,且在 N 中几乎处处 vn→0(n→∞),结合

(f1)和(f7),存在正常数 C6,得

∫
Ωn(0,R0)

f(x,un)
un

vn 2dx≤C6‖vn‖2
2 →0(n→∞)

(13)
根据 Hölders 不等式,( f9)和式(6),对一些 κ∈
(1,2 / (1-σ)],取 κ′=κ(σ+1) / (κ-1),存在正常

数 C7,有
1

‖un‖1-σ∫Ωn(R0,∞ )

f(x,un)
un

σ vn σ+1dx ≤

1
‖un‖1-σ ∫Ωn(R0,∞ )

(
f(x,un)
un

σ )
κ

dxé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

1
κ

·

‖vn‖σ+1
κ′ ≤

C7

‖un‖1-σ ∫Ωn(R0,∞ )
F(x,un)dx[ ]

1
κ =

o(1) (14)
结合式(13)和式(14),可得

1 + o(1) = ‖un‖2 - 〈Φ′(un),un〉
‖un‖2

=

1
‖un‖

∫ N
f(x,un)vndx ≤

∫
Ωn(0,R0)

f(x,un)
un

vn 2dx +

1
‖un‖1-σ∫Ωn(R0,∞ )

f(x,un)
un

σ vn σ +1dx =

o(1)
故矛盾。

情形 2 　 v≠0。 对任意 φ∈C∞
0 ( N ),由式

(4)和式(5)可知

o(1) = 〈Φ′(un),‖un‖φ〉 =‖un‖∫ N
(ΔunΔφ +

∇un∇φ + V(x)unφ)dx -

‖un‖∫ N
f(x,un)φdx =

‖un‖2∫ N
(ΔvnΔφ + ∇vn∇φ +

V(x)vnφ)dx - ‖un‖∫ N
f(x,un)φdx

得到

∫ N
(ΔvnΔφ + ∇vn∇φ + V(x)vnφ)dx -

1
‖un‖

∫ N
f(x,un)φdx = o(1) (15)

又因为

1
‖un‖

∫ N
f(x,un)φdx ≤ 1

‖un‖1-σ∫un≠0

f(x,un)
un

σ vn σ φ dx =

1
‖un‖1-σ ∫Ωn(0,R0)

f(x,un)
un

σ vn σ φ dx + ∫
Ωn(R0,∞ )

f(x,un)
un

σ vn σ φ dxé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≤

1
‖un‖1-σ C8‖vn‖σ

2 ‖φ‖2 / (2-σ)+ ∫
Ωn(R0,∞)

f(x,un)
un

σ( )κdxé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

1
κ

‖vn‖σ
κ′‖φ‖κ′{ } ≤

C9

‖un‖1-σ ‖φ‖2 / (2-σ) + ‖φ‖κ′ ∫
Ωn(R0,∞ )

F(x,un)dx[ ]
1
κ{ } ≤

C10

‖un‖1-σ ‖φ‖2 / (2-σ) + ‖φ‖κ′[ ] = o(1) (16)

其中 C8,C9 和 C10 为正常数。 结合式(15)和式

(16)得

∫ N
(ΔvnΔφ + ∇vn∇φ + V(x)vnφ)dx = o(1)

φ ∈ C∞
0 ( N) (17)

　 　 因为 vn⇀v(n→∞),由式(17)可知

∫ N
(ΔvΔφ + ∇v∇φ + V(x)vφ)dx = 0

φ ∈ C∞
0 ( N) (18)

　 　 这表明 Av= -Δ2v-Δv+V( x) v = 0。 根据引理

5,可知 v G≠0,由(f7),(f8)和 Fatous 引理得

0 = lim
n→∞

c + o(1)
‖un‖2

= lim
n→∞

Φ(un)
‖un‖2 ≤

lim
n→∞

1
2

- ∫ N

F(x,un)
u2
n

v2ndx
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≤

lim
n→∞

1
2

- ∫
G

F(x,un)
u2
n

v2ndx
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú = - ∞

故矛盾。 综上所述,所以{un}在 E 中有界。
引理 7　 如果 un⊂E 满足 Φ′(un)→0,且是
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有界序列,则 un⊂E 有收敛子序列。
证明:由引理 2 可知,{un}有一个{unj}子序

列,且取点 u∈E,使得‖Ψ′(unj) -Ψ′(u)‖E∗→
0,其中 n j→∞,因此

‖unj
- uni‖

2
E = 〈Φ′(unj) - Φ′(uni),unj

- uni〉 -
〈Ψ′(unj) - Ψ′(uni),unj

- uni〉 ≤
(‖Φ′(unj)‖E∗ +‖Φ′(ui)‖E∗) ×
‖unj

- uni‖E + ‖Ψ′(unj) -
Ψ′(uni)‖E∗‖unj

- uni‖E →0,
( i → ∞,j → ∞)

这就说明了{unj}是 E 中的柯西序列,由于 E 的完

备性,可知{unj}在 E 中有收敛序列。
引理 8　 在满足假设(V′),( f1)和( f7)下,存

在常数 ρ,α>0,使得 Φ ∂Bρ
≥α。

证明:由(f1)和(f7),可知对于 0<ε< 1
γ2

2

,存在

常数 C(ε)>0,使得

f(x,t) ≤ ε t + C(ε) t p-1,
∀(x,t) ∈ N ×

且

F(x,t) ≤ ε
2

t 2 + C(ε)
p

t p,

∀(x,t) ∈ N × (19)
由(V′),式(2),式(3)和式(19)可知,得

Φ(u) = 1
2
‖u‖2 - ∫ N

F(x,u)dx ≥ 1
2
‖u‖2 -

ε
2
‖u‖2

2 - C(ε)
p

‖u‖p
p ≥

1
2
‖u‖2 -

ε
2
γ2

2‖u‖2 - C(ε)
p

γ p
p‖u‖p =

1
2
(1 - εγ2

2)‖u‖2 - C(ε)
p

γ p
p‖u‖p

由于 1 - εγ2
2 > 0 且 p > 2,则存在常数 ρ, α > 0,

当‖u‖= ρ 时,使得 Φ(u)≥α。 故证毕。
引理 9　 满足假设(V′)和(f8)下,存在 e∈E \

Bρ,使得 Φ(e)≤0。
证明:由(f8)可知,对任意的 k1 >0,存在 T1 >

0,使得

F(x,u) ≥ k1 u 2,∀x ∈ G, u ≥ T1 (20)
对任意 ζ>0,存在一个闭集 G1 和一个开集 G2,使
得 G1⊂G⊂G2,且

meas(G1) > 0,meas(G2 \G1) < ζ,
meas(G \G1) < ζ (21)

由引理 3 可知,存在一个函数 ϕ∈C∞
0 ( N),使得

对所有 x∈ N \ G2,ϕ ( x) = 0;对所有 x∈ G1,
ϕ(x)= 1;对所有 x∈G2 \G1,0≤ϕ(x)≤1。 因此

ϕ∈E。 设 e( x) = δϕ( x),ζ = 1 / (δp),其中 δ>0。
令 M= sup

x∈G1
V(x),由式(3),式(19)和式(21)可得

Φ(e) = 1
2
‖e‖2 - ∫ N

F(x,e)dx ≤ 1
2
‖e‖2 - ∫

G1
F(x,e)dx - ∫

G2 \G1

F(x,e)dx ≤

1
2 ∫

G2 \G1

( Δe 2 + ∇e 2 + V(x)e2)dx + ∫
G1
( Δe 2 + ∇e 2 + V(x)e2)dx[ ] -

∫
G1
k1 e 2dx + ∫

G2 \G1

( ε
2

e 2 + C(ε)
p

e p)dx = 1
2 ∫G2 \G1

( Δe 2 + ∇e 2 + V(x)e2)dx +

1
2
δ2∫

G1
V(x)dx - ∫

G1
k1 e 2dx + ∫

G2 \G1

ε
2

e 2 + C(ε)
p

e p( ) dx ≤

1
2 ∫G2 \G1

( Δe 2 + ∇e 2 + V(x)e2)dx + 1
2
δ2M - k1

δ2meas(G1) +

∫
G2 \G1

( ε
2

e 2 + C(ε)
p

e p)dx = 1
2 ∫G2 \G1

( Δe 2 + ∇e 2 + V(x)e2)dx +

1
2
M - k1meas(G1)é

ë
êê

ù

û
úú
δ2 + ∫

G2 \G1

ε
2

e 2 + C(ε)
p

e p( ) dx

选取 k1 足够大的时候,则
1
2
M - k1meas(G1) < 0

然后当 k1 不变时,可以选择一个足够大的 δ,使得

‖e‖>ρ 且 Φ(e)≤0。

定理 3 的证明:由引理 6 ~ 引理 9 可知,Φ 满

足引理 4 的所有条件,则 Φ 有一临界值 c≥α,且
c = inf

g∈Γ
max Φ
s∈[0,1]

(g( s))

其中 Γ={g∈C([0,1],E):g(0)= 0,g(1)= e}
因此,存在 u∗∈E,使得
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Φ(u∗) = c 且 Φ′(u∗) = 0
则 u∗是问题(1)的解。
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