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污染环境中带时滞的随机竞争模型生存性分析

陈沙沙,廖新元∗,李佳季

(南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001)

摘　 要:对一类在污染环境下带时滞的随机种群竞争模型进行研究,利用 Itô 公式以

及相关理论,得到两种群灭绝、非平均持久、弱平均持久及强平均持久的充分条件,分
析灭绝与弱平均持久生存的阈值,并通过 MATLAB 仿真验证主要结果。
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Abstract:This paper studied a kind of stochastic population competition model with time
delay in polluted environment. By using the Itô formula and related theory,it obtained the
sufficient conditions of two species extinction,non average persistence,weak average per-
sistence and strong average persistence. Finally,it analyzed the threshold of extinction and
weak average persistence,and verified the main results by simulation.
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0　 引　 言

种群的生存不可避免地受到各种随机干扰的

影响,不同环境噪声对其影响不同[1],因此在多

数情况下,随机干扰因素不容忽略,为此,许多学

者在确定性模型的基础上引入随机种群模型,已

得到较好的结果[2-5],例如文献[6]揭示了环境噪

声能抑制种群增长。 随着社会经济的快速发展,
环境污染问题日益突出,环境污染对种群生存影

响的研究必不可少。 文献[7]对污染环境中随机

种群竞争模型生存分析和排斥问题进行了研究。
高原鼠兔在藏北草原生态系统中扮演着重要
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的角色,人类毒杀、草原环境恶化及天敌捕食,导
致高原鼠兔的生存受到极大威胁[8],本文将对其

进行生存分析并给出阈值。

1　 模型建立

高原鼠兔是藏北草原大面积退化的主要元凶

之一,52 只成年鼠兔每日消耗牧草量相当于 1 头

绵羊日食量,因此高原鼠被认定为是一种与当地

家养牲畜争夺食物的有害生物[9],当地人对其进

行了大规模的毒杀,但高原鼠兔是藏北草原唯一

建造洞穴的小型哺乳动物[10],它的洞穴为多种动

物提供藏身和繁殖的场所,而且高原鼠兔更是小

型哺乳类和猛禽类动物的丰富食物源,尤其冬季

几乎是唯一食物源,因此它在多方面对维护藏北

草原生态系统功能起着关键作用。 面对自然和人

为因素[11-12]的“两面攻势”,鼠兔的生存受到极大

影响。
经典二维 Lotka-Volterra 模型[13]:
dx1( t)

dt
= x1( t)[ r10 - a11x1( t) - a12x2( t)]

dx2( t)
dt

= x2( t)[ r20 + a21x1( t) - a22x2( t)]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(1)
xi( t) > 0,ri0 > 0,aij > 0,( i = 1,2;j = 1,2),其中

x1( t) 表示 t 时刻食饵种群密度,x2( t) 表示 t 时刻

捕食者种群密度,ri0( i = 1,2) 表示种群内禀增长

率,对于 aij,( i = 1,2;j = 1,2),当 i = j时表示种内

竞争系数,当 i ≠ j 时表示种间竞争系数。 对于该

种群动力系统而言,捕食者 x2( t) 的食物源除了

x1( t) 外,还有与 x1( t) 共同竞争的其他食物。
天敌在捕食高原鼠兔后繁衍生息并非瞬间发

生,需要一段时间来消化吸收以达到种群增长的

目的,显然此现象存在消化时滞。 一方面由于气

候变暖等自然条件,使藏北草原大量水土流失、不
断退化;另一方面,人们广泛采取药物灭鼠措施,
虽毒性在不断减弱,但也不可避免的毒死部分天

敌,如鸟类和兽类,诸如此类的外部因素给草原物

种生存带来不同程度的影响, 以此记 Co( t) 表示 t
时刻外部因素对个体生物的影响量,Ce( t) 表示 t
刻外部因素对生境的影响量。 假设种群没有迁移

且同质并引入随机干扰[14];设白噪声主要影响种

群内禀增长率,即 ri0 → ri0 + σidB i( t) 其中 dB i( t)
是白噪声,σ2

i 是 Brown 运动强度。
从式(1),引入随机种群动力系统如下:

dx1( t) = x1( t)[ r10 - r11Co( t) - a11x1( t)]dt -
x1( t)a12x2( t) + σ1x1( t)dB1( t)

dx2( t) = x2(t)[r20 - r21Co(t) + a21x1(t - τ)]dt -
a22x2( t)x2( t) + σ2x2( t)dB2( t)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(2)
其中 xi( t)>0,i=1,2。 ri0 是物种 i 的内禀增长率,
ri1 是影响强度至于外部因素动力系统,假设:

dCo( t)
dt

= kCe( t) - g + m( ) Co( t)

dCe( t)
dt

= - hCe( t) + u( t)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(3)

具有初值 Co(0)= Ce(0)= 0,其中 k,g,m,h均为正

常数,kCe( t) - gCo( t) 表示 t时刻鼠兔从草原环境

中吸收的外部影响量,mCo( t) 表示 t 时刻鼠兔对

外部影响的自我消化量, - hCe( t) 表示 t 时刻草

原环境对外部因素的自我消化量,u( t) 表示外部

因素对草原环境的输入率,关于模型的建立详情

可以参考文献[7]。 式(2) 和式(3) 联立将记作

模型 M,本文将对模型 M 进行生存分析。
为了方便,给出以下记号及定义:
R + ∶ = [0, + ∞);
R0

+ ∶ = {a | a > 0,a ∈ R}
x∗ ∶ = lim sup

t→+∞
x( t);

x∗ ∶ = lim inf
t→+∞

x( t);

[x( t)] ∶ = ∫t
0
x( s)ds t;

Φ1 ∶ = a22 r11 - a12 r21;
Φ2 ∶ = a11 r21 + a21 r11;
Δ ∶ = a11a22 + a21a12

δ ∶ = r11( r20 - σ2
2 / 2) - r21( r10 - σ2

1 / 2);
Δ1 ∶ = a22( r10 - σ2

1 / 2) - a12( r20 - σ2
2 / 2);

Δ2 ∶ = a11( r20 - σ2
2 / 2) + a21( r10 - σ2

1 / 2)
定义:1. 称种群 x( t)灭绝,若

lim
t→+∞

x( t) = 0　 a. s.

　 　 2. 称种群 x( t)非平均持久,若
lim
t→+∞

[x( t)] = 0　 a. s.

　 　 3. 称种群 x( t)弱平均持久,若
[x( t)]∗ > 0　 a. s.

　 　 4. 称种群 x( t)强平均持久,若
[x( t)]∗ ≥0　 a. s.

2　 生存分析

本文有一个基本的假设:
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r10 > σ2
1 / 2,r20 > σ2

2 / 2,Δ1 > 0。
　 　 引理 1　 对于模型 M,有

{lnxi( t) / t}∗ ≤0,( i = 1,2)。
　 　 引理 2　 设 μ( t)∈C[Ω×R+,R0

+],
(i)若存在正常数 λ0,T 及 λ≥0 使得

lnμ( t) ≤ λt - λ0∫t
0
μ( s)ds + ∑

n

i = 1
αiB i( t)

对 t≥T 成立,其中 αi( i=1,2)为常数,则
[μ( t)]∗ ≤ λ / λ0 　 a. s.

　 　 ( ii)若存在正常数 λ0,T 及 λ≥0 使得

lnμ( t) ≥ λt - λ0∫t
0
μ( s)ds + ∑

n

i = 1
αiB i( t)

对 t≥T 成立,其中 αi( i=1,2)为常数,则
[μ( t)]∗ ≥ λ / λ0 　 a. s.

　 　 证明详情见文献[7]。 现在建立阈值定理。
定理 1　 对模型 M 中的种群 x1( t)(x2( t)),

若[Co( t)]∗>φ(ψ),则 x1( t) ( x2( t))将会灭绝。
其中

φ ∶ =
r10 - σ2

1 / 2( ) / r11,δ ≤0
Δ1 / Φ1,δ > 0{

ψ ∶ =
Δ2 / Φ2,δ ≤0

r20 - σ2
2 / 2( ) / r21,δ > 0。{

　 　 证明:先考虑 x1( t)。 情形 1:若 δ≤0,则

r10 - σ2
1

2
< r11[Co( t)]∗。

对式(2)应用 Itô 公式得

ln
x1( t)
x1(0)
t

= r10 - σ2
1

2
- r11[Co( t)] - a11[x1( t)] -

a12[x2( t)] + σ1B1( t)
t

(4)

ln
x2( t)
x2(0)
t

= r20 - σ2
2

2
- r21[Co( t)] +

a21

∫t
0
x1( s - τ)ds

t
- a22[x2( t)] +

σ2B2( t)
t

= r20 - σ2
2

2
- r21[Co( t)] +

a21

∫t -τ
0
x1( s)ds

t
+ a21

∫0
-τ
x1( s)ds

t
-

a22[x2( t)] + σ2B2( t)
t

(5)

将 lim
t→+∞

B( t)
t

= 0 代入式(4)可以得到

ln
x1( t)
x1(0)

/ t{ }
∗

≤ r10 - σ2
1

2
- r11[Co( t)]∗ < 0

易知

lim
t→+∞

x1( t) = 0　 a. s.

　 　 情形 2:若 δ > 0,那么 Φ1[Co( t)]∗ > Δ1,计
算(4) × a22 - (5) × a12

a22

ln
x1( t)
x1(0)
t

- a12

ln
x2( t)
x2(0)
t

= Δ1 - Φ1[Co( t)] -

a12a21

∫t -τ
0
x1( s)ds

t
- a12a21

∫0
-τ
x1( s)ds

t
-

a11a22[x1( t)] + a22σ1B1( t) - a12σ2B2( t)
t

(6)

任意 t > T > τ,利用引理 1 及 lim
t→+∞

B( t)
t

= 0

a22 ln
x1( t)
x1(0)

/ t{ }
∗

≤ Δ1 - Φ1[Co( t)]∗ + ε < 0

易知

lim
t→+∞

x1( t) = 0　 a. s.

　 　 当[Co( t)]∗>ψ 时,类似可证种群 x2( t)将会

灭绝。
定理 2　 对模型 M 中的种群 x1( t)(x2( t)),

若[Co( t)]∗ =φ([Co( t)]∗ =ψ),则 x1( t)(x2( t))
将会非平均持久。

证明:先考虑 x1 ( t)。 情形 1:若 δ≤0,那

么 r10-
σ2

1

2
= r11 [Co ( t)]∗。 对∀ε > 0,∃T 使得

[Co( t)]>[Co( t)]∗-ε 对∀t≥T 都成立。 将其代

入式(4)

ln
x1( t)
x1(0)
t

≤ r10 - σ2
1

2
+ r11ε - r11[Co( t)]∗ -

a11[x1( t)] + σ1B1( t)
t

,

因此下列不等式成立

ln
x1( t)
x1(0)

≤ r11ε( ) t - a11∫t
0
x1( s)ds + σ1B1( t),

根据引理 2 知 [x1( t)]∗ ≤
r11ε
a11

,由 ε 任意性

[x1( t)]∗ ≤ 0。 同时注意到[x1( t)]∗ ≥ 0,
故 lim

t→+∞
[x1( t)] = 0。

情形 2:若 δ > 0,那么 Φ1[Co( t)]∗ = Δ1 对

∀ε > 0,∃T > τ 使得,对 ∀t ≥ T 都有
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a12 ln
x2( t)
x2(0)

/ t ≤ ε
2

[Co( t)] ≥ [Co( t)]∗ - ε
2Φ1

,

将其代入式(6)

a22

ln
x1( t)
x1(0)
t

≤ ε + Δ1 - Φ1[Co( t)]∗ -

　 a12a21

∫t -τ
0
x1( s)ds

t
- a12a21

∫0
-τ
x1( s)ds

t
-

　 a11a22[x1( t)] + a22σ1B1( t) - a12σ2B2( t)
t

因此

a22

ln
x1( t)
x1(0)
t

≤ ε - a11a22[x1( t)]∗ +

a22σ1B1( t) - a12σ2B2( t)
t

。

根据引理 2 知 [x1( t)]∗ ≤ ε
a11a22

,由 ε 的任

意性有[x1( t)]∗ ≤0,故 lim
t→+∞

[x1( t)] = 0。

当[Co( t)]∗ =ψ 时,类似可证 x2( t)将会非平

均持久。
定理 3　 对于模型 M 中的种群 x1(t)(x2( t)),

若[Co( t)]∗<φ(ψ),则 x1( t)(x2( t))将会弱平均

持久。
证明:首先考虑 x1( t)。 情形 1: 若 δ ≤ 0,

则 r10 - σ2
1

2
> r11[Co( t)]∗。 引理 1 和式(4)

a11[x1( t)]∗ + a12[x2( t)]∗ ≥ r10 - σ2
1

2
-

　 r11[Co( t)]∗ > 0 (7)
因此[x1( t)]∗>0。

反之, 如 果 ∀ω ∈ [x1( t)]∗ = 0{ } , 那

么[x2( t)]∗ > 0。 由 δ ≤0 可知

r11
r21

< r10 - σ2
1

2
r20 - σ2

2

2
。

此外由 Δ1>0 可以得
r10 - σ2

1

2

r20 - σ2
2

2

>
a12

a22
, 综上可知

r11
r21

∈ 0, + ∞( ) 。

　 　 ( i)若
r11
r21

∈ 0,
a12

a22
( ù

û
úú ,则Φ1 ≤0。 根据引理 1

和式(6) 以及[x1( t)]∗ = 0 知

- a12 ln
x2(t)
x2(0)

/ t{ }
∗

≥ Δ1 - Φ1[Co(t)]∗+ ε > 0,

从而 lim
t→+∞

x2( t) = 0, 矛盾。

(ii)若
r11
r21

∈
a12

a22
, + ∞( ) ,则 Φ1 > 0。 计算

(5) × r11 - (4) × r21

- r21
ln

x1( t)
x1(0)
t

+ r11
ln

x2( t)
x2(0)
t

= δ + Φ2[x1( t)] -

Φ1[x2( t)] - r11a21

∫t
t -τ
x1( s)ds

t
+

r11a21

∫0
-τ
x1( s)ds

t
+ r11σ2B2( t) - r21σ1B1( t)

t
(8)

由引理 1 和[x1( t)]∗ =0

r11
ln

x2( t)
x2(0)
t

≤ δ - Φ1[x2( t)]∗ + ε < 0,

从而 lim
t→+∞

x2( t) = 0, 矛盾。

情形 2:如果 δ=0,那么 r10-
σ2

1

2
>r11[Co( t)]∗,

此时式 (7) 依然成立,故[x1( t)]∗ > 0。 否则若

∀ω∈ [x1( t)]∗ =0{ } ,则[x2( t)]∗ > 0。 由引理

1,及式(8)

r11
ln

x2( t)
x2(0)
t

≤ δ + ε - Φ1[x2( t)] +

r11σ2B2( t) - r21σ1B1( t)
t

,

根据引理 2 可知, [x2( t)]∗ ≤ δ + ε
Φ1

,由 ε 的任意

性及 δ = 0 可见,[x2( t)]∗ ≤0, 矛盾。
情形 3:若 δ > 0,又 Δ1 > 0 则 Φ1 > 0,且

φ = Δ1

Φ1
> 0,将[Co( t)]∗ < φ 代入式(7)

a11[x1( t)]∗ + a12[x2( t)]∗ ≥
a12δ
Φ1

> 0。

因此[x1( t)]∗>0。
类似的可证,当[Co( t)]∗<ψ 时,x2( t)将弱平

均持久。
定理 4　 对模型 M,若 lim

t→+∞
[Co( t)]有界,且

Δ1 - Φ1 lim
t→+∞

[Co( t)] > 0,

Δ2 - Φ2 lim
t→+∞

[Co( t)] > 0。
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则种群 x1( t)(x2( t))将会强平均持久。 此外

lim
t→+∞

[x1( t)] = Δ1 - Φ1 lim
t→+∞

[Co( t)]( ) / Δ;

lim
t→+∞

[x2( t)] = Δ2 - Φ2 lim
t→+∞

[Co( t)]( ) / Δ。

　 　 证明:计算(4)×a21+(5)×a11 得

a11

ln
x2(t)
x2(0)
t

+ a21

ln
x1(t)
x1(0)
t

= Δ2 - Φ2[Co(t)] -

a11a21

∫t
t -τ
x1( s)ds

t
+ a11a21

∫0
-τ
x1( s)ds

t
-

Δ[x2( t)] + a11σ2B2( t) + a21σ1B1( t)
t

(9)

对∀ε,t>T 时,

a21 ln
x1( t)
x1(0)

/ t ≤ ε
2
,

a11a21∫0
-τ
x1( s)ds / t < ε

2
,

其代入式(9)得

a11

ln
x2( t)
x2(0)
t

≤ Δ2 - Φ2 lim
t→+∞

[Co( t)] + ε -

　 Δ[x2( t)] + a11σ2B2( t) + a21σ1B1( t)
t

,

根据引理 2 及 ε 的任意性

[x2( t)]∗ ≤ Δ2 - Φ2 lim
t→+∞

[Co( t)]( ) / Δ

(10)
将式(10)代入式(4)中

ln
x1( t)
x1(0)
t

≥ r10 - σ2
1

2
- r11 lim

t→+∞
[Co( t)] -

a11[x1( t)] - a12

Δ2 - Φ2 lim
t→+∞

[Co( t)]

Δ
+

σ1B1( t)
t

整理得

ln
x1( t)
x1(0)
t

≥
a11 Δ2 - Φ2 lim

t→+∞
[Co( t)]( )

Δ
-

　 a11[x1( t)] + σ1B1( t)
t

。

根据引理 2
[x1( t)]∗ ≥ Δ1 - Φ1 lim

t→+∞
[Co( t)]( ) / Δ

(11)
对∀t>T>τ,将式(11)代入式(5)中

ln
x2( t)
x2(0)
t

≥ r20 - σ2
2

2
- r21 lim

t→+∞
[Co( t)] +

a21

Δ1 - Φ1 lim
t→+∞

[Co( t)]

Δ
-

a22[x2( t)] + σ2B2( t)
t

,

整理得

ln
x2( t)
x2(0)
t

≥
a22 Δ2 - Φ2 lim

t→+∞
[Co( t)]( )

Δ
-

　 a22[x2( t)] + σ2B2( t)
t

,

由引理 2
[x2( t)]∗ ≥ Δ2 - Φ2 lim

t→+∞
[Co( t)]( ) / Δ

(12)
将式(12)代入式(4)中

ln
x1( t)
x1(0)
t

≤ r10 - σ2
1

2
- r11 lim

t→+∞
[Co( t)] -

a11[x1( t)] - a12

Δ2 - Φ2 lim
t→+∞

[Co( t)]

Δ
+ σ1B1( t)

t
同理可得

[x1( t)]∗ ≤ Δ1 - Φ1 lim
t→+∞

[Co( t)]( ) / Δ

(13)
故

lim
t→+∞

[x1( t)] = Δ1 - Φ1 lim
t→+∞

[Co( t)]( ) / Δ;

lim
t→+∞

[x2( t)] = Δ2 - Φ2 lim
t→+∞

[Co( t)]( ) / Δ

证毕。

3　 数值模拟

利用 Milstein 数值仿真方法[15]来说明本文的

主要结果。 首先考虑模型 M 相对应的离散化系

统模型:
xk+1 = xk + xk[ r10 - r11Co(kΔt) - a11xk]Δt -

xka12ykΔt + σ1xk Δt ξk +

σ2
1x2

k(ξ2
kΔt - Δt) / 2

yk+1 = yk + yk[ r20 - r21Co(kΔt) + a21xt -τ]Δt -

yka22ykΔt + σ2yk Δt ζk +

σ2
2y2

k(ζ2
kΔt - Δt) / 2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

其中 ξk 和 ζk(k = 1,2,…,n)都是服从 N(0,1)的
Gauss 随机变量。 利用 Matlab 软件作出数值仿真
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模拟图。
令 a11 =0. 5,a21 = 0. 4,a12 = 0. 5,a22 = 0. 5,τ =

1,Δt=0. 1,r10 =0. 1,r20 =0. 055,σ1 =σ2 =0. 2,r11 =
0. 61,r21 = 0. 6,易知 δ < 0。 图 1 ( a),图 1 ( b),
图 1(c)只有外部因 Co(t)不同。 图1(a)中 Co(t)=
0. 2+0. 01sin t,则 ψ<φ<[Co( t)]∗,根据定理 1,高

原鼠兔及其天敌都将会灭绝。 在图 1 ( b) 中

Co( t)= 0. 1+0. 01sin t,则 ψ<[Co( t)]∗<φ,根据定

理 2,鼠兔将会非平均持久,其天敌将会灭绝。 在

图 1(c)中 Co(t)= 0. 001+0. 001sin t,则有[Co(t)]∗<
ψ<φ,根据定理 3,高原鼠兔及其天敌都将会弱平

均持久。

图 1　 种群密度与时间关系图

Fig. 1　 Plot of population density versus time

　 　 令 a11 = 0. 5,a21 = 0. 4,a12 = 0. 5,a22 = 0. 5,τ =
1,Δt = 0. 1,r10 = 0. 4,r20 = 0. 3,σ1 = σ2 = 0. 2,r11 =
0. 2,r21 = 0. 1,Co( t) = 0. 005 + 0. 001sin t, 根据定

理 4,高原鼠兔及其天敌都将会强平均持久(如图

2 所示)。 此外

lim
t→+∞

[x1( t)] = 0. 111 1

lim
t→+∞

[x2( t)] = 0. 648 9

图 2　 种群密度与时间关系图

Fig. 2　 Plot of population density versus time
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4　 结　 论

不难看出,高原鼠兔及其天敌的生存性依赖

于 [Co( t)]∗、φ 和 ψ 三者的值,由定理 1 至定理 3
知,其灭绝与弱平均持久生存的阈值是[Co(t)]∗

- φ 及[Co( t)]∗ - ψ, 当[Co( t)]∗ - φ > 0 且

[Co( t)]∗ - ψ > 0 时,鼠兔及其天敌都将灭绝,当
[Co( t)]∗ - φ < 0 且[Co( t)]∗ - ψ < 0 时,鼠兔

及其天敌将弱平均持久生存。 即是 δ < 0,则有 ψ
< φ,倘若[Co( t)]∗ > φ,那么高原鼠兔及其天敌

均将会灭绝,倘若 ψ < [Co( t)]∗ < φ,那么其天

敌将会灭绝而鼠兔将会弱平均持久生存, 倘若

[Co( t)]∗ < φ,那么鼠兔及其天敌都将会弱平均

持久, 而 定 理 4 中 条 件 lim
t→+∞

[Co( t)] 不 能 用

[Co( t)]∗ 代替, 比之条件更强,此时鼠兔和天敌

的数量将处于一个动平衡状态,这也符合实际草

原生态情况。 换言之,当外部因素对种群的影响

较大时,使之灭绝的不仅有高原鼠兔,食物链中更

高一级的肉食性动物也因食物断链而消失,降低

了藏北草原生态系统的多样性,生态系统一旦遭

到破坏其恢复周期相当长,这也说明比之破坏草

原环境和对其进行一味的捕杀,我们更需要维护

好藏北草原的生态平衡,以推动草原可持续发展。
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