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一类带时滞非自治比率依赖捕食的随机模型分析

李佳季,陈沙沙,廖新元∗

(南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001)

摘　 要:建立了一类非自治时滞比率依赖的捕食随机模型,并分析研究系统的随机动

力性。 得到了系统正解的存在性条件,然后通过一些假设得到了系统持久性或灭绝

性的充分条件,最后采用 Milstein 方法通过数值仿真证实所得结论的正确性。
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Stochastic Analysis of a Non-autonomous Ratio-dependent
Predator-prey Model with Delay

LI Jiaji,CHEN Shasha,LIAO Xinyuan∗

(School of Mathematics and Physics,University of South China,Hengyang,Hunan 421001,China)

Abstract:Persistence and extinction of a stochastic non-autonomous ratio-dependent pred-
ator-prey model with delay is proposed and studied. The results show that there exists a u-
nique positive solution to the system for any positive initial value. Moreover,sufficient con-
ditions for extinction,non-persistence in the mean and weak persistence are established un-
der some simple assumptions. Finally,numerical simulations are illustrated to confirm our
main results by the Milstein method.
key words:equations stochastic ratio-dependent predator-prey model;extinction;non-per-
sistence in the mean;weak persistence

0　 引　 言

近年来,比率依赖的捕食系统模型已成为数

学生态学中的焦点,被广泛研究(见参考文献[1-
3])。 下面是具有离散时滞的 Michaelis-Menten

类型比率依赖捕食食饵确定性模型:
dx
dt

= x(a - bx) - cxy
x + my

,

dy
dt

= y( - d + gx( t - τ)
x( t - τ) + my( t - τ)

),

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(1)
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其中,x( t),y( t)分别表示食饵和捕食者的种群密

度;b 是食饵的种群内部竞争率;d>0 是捕食者的

死亡率,而 a,c,m 和 g 是代表食饵固有生长率,
捕获率,半捕获饱和常数和转化率,且均为正常

数。 式(1)中的延迟 τ 可以看作是捕食者 y 的妊

娠期或反应时间。 系统(1)的初始条件为:
x(ϑ) = ϕ1(ϑ),y(ϑ) = ϕ2(ϑ),

ϕ = (ϕ1(ϑ),ϕ2(ϑ)) T ∈ C([ - τ,0],R2
+)
(2)

　 　 在自然界中的种群动态不可避免地会受到生

态系统中环境噪声的影响[4-7]。 由于环境白噪声,
种群系统中的出生率应该是随机的[8-9],将随机扰

动引入确定性模型中,揭示环境变异性对数学生

态学中种群动态的影响。
基于模型(1),假设 a→a+σ1xθB1(t),-d→-d+

σ2yθB2( t),并考虑捕食者内部竞争率 h,提出下列

随机模型:

dx = x[a - bx - cy
x + my

]dt + σ1xθ+1dB1( t),

dy = y[ - d - hy + gx( t - τ)
x( t - τ) + my( t - τ)

]dt +

　 　 σ2yθ+1dB2( t),

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(3)
　 　 系统(3)中,假设增长率 a,内部竞争率 h,死
亡率 d 与时间 t 无关。 事实上,由于季节性变化,
种群的自然生长都是随时间 t 的变化而变化。 为

此提出以下非自治时滞比率依赖捕食系统的随机

模型:
dx( t) = x( t)[a( t) - b( t)x( t) -

　 　 　 c( t)y( t)
x( t) + my( t)

]dt +

　 　 　 σ1( t)x( t) θ+1dB1( t),
dy( t) = y( t)[ - d( t) - h( t)y( t) +

　 　 　 g( t)x( t - τ)
x( t - τ) + my( t - τ)

]dt +

　 　 　 σ2( t)y( t) θ+1dB2( t),

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

　 (4)

其中:θ∈(0,1);a( t),b( t),d( t),c( t),h( t)和

g( t)是 R+和mint∈R+
b( t) >0,mint∈R+

h( t) >0 上的

连续有界函数。
为方便给出下列定义。
定义:
(1)如果对于任何给定的 ε∈(0,1),存在正

常数 H1 和 H2 使得:
lim sup

t→+∞
p{x( t) ≥ H1} ≥ 1 - ε,

lim sup
t→+∞

p{x( t) ≤ H2} ≥ 1 - ε。

成立,则称物种 x( t)是随机持久的。
(2)如果 lim

t→+∞
x( t) = 0,则物种 x( t)被称作趋

近于灭绝。

(3)如果 lim
t→+∞

〈x( t)〉 = lim
t→+∞

t -1∫t
0
x( s)ds = 0,

则称物种 x( t) 是均值非持久性的。
(4)如果 x∗ = lim

t→+∞
sup x( t)>0,则称物种 x( t)

是弱持久性的。
定义以下符号:

〈 f( t)〉 =
∫t
0
f( s)ds

t
,f∗ = lim sup

t→+∞ 　 　
f( t),

f∗ = lim inf
t→+∞ 　 　

f( t)

v

⌒

= inft∈R +
v( t),v⌒ = supt∈R +

v( t),

F(x,y) = c( t)y
x + my

,

G(x,y) = g( t)x( t - τ)
x( t - τ) + my( t - τ)

　 　 本文的其余部分安排如下,在第 1 节中,将研

究系统(4)解的唯一性,均值的非持久性、弱持久

性和灭绝条件;在第 2 节中,将通过数值模拟来验

证主要结论。

1　 种群的持久性与灭绝

定理 1　 设系统(4)的初始值为(2),当 t≥0
时系统有唯一解(x( t),y( t)),并且解将以 1 的概

率保留在 R2
+中。

证明:由(x,y)∈R2
+,于是得到

0 ≤ F(x,y) ≤ c( t)
m

≤ ĉ
m
,

0 ≤ G(x,y) ≤ g( t) ≤ g⌒ (5)
　 　 当 t≥0,并且具有给定的初始值 u(0)= ln x0,
v(0)= ln y0,将考虑以下系统:

du = [a( t) - b( t)eu - c( t)ev

eu + mev
-

　 　 0. 5σ2
1( t)e2θu ]dt + σ1( t)eθudB1( t),

dv = [ - d( t) - h( t)ev + g( t)eu( t -τ)

eu( t -τ) + mev( t -τ)
-

　 　 0. 5σ2
2( t)e2θv ]dt + σ2( t)eθvdB1( t)。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(6)
　 　 通过式(5)可以确定系统(6)的系数是局部

Lipschitz 连续的,并在 t∈[0,τe]上存在唯一的最

大局部解(u( t),v( t))(见参考文献[10])。 根据
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Itôs 公式,可以得出 x( t)= eu( t),y( t)= ev( t)是系统

(4)的解,那么对于系统(4),初始值为(2)有唯一

的最大局部解(x( t),y( t),t∈[0,τe],其中 τe 是

爆破时间。 现在,只需要证明 τe =∞即可。
令 n0>0 足够大,使得 x0 和 y0 都位于区间

1
n0

,n0
é

ë
êê

ù

û
úú 内。 对于每个 n >n0 的整数,定义停止

时间

τn = inf{ t ∈ [0,τe]:x( t) ∉ ( 1
n
,n)

or y( t) ∉ ( 1
n
,n)}。

　 　 通过上式可以知道,τn 会随着 n→∞ 的增加

而增加。 因此当 τ∞ ≤τe 时,让 τ∞ = lim
n→+∞

τn。 只需

证明 τ∞ =∞ 。
反证法,若上述为假,则存在一对常数 T>0

和 ε∈(0,1),使得 P{τ∞ ≤T} >ε。 因此,存在一

个整数 n1≥n0,使得

P{τ∞ ≤ T} > ε,n > n1 (7)
　 　 定义 C2 函数 V:R2

+→R+,有

V(x,y) = ( x - 1 - 0. 5ln x) +

( y - 1 - 0. 5ln y)。
　 　 当 u>0 时,有 u-1-ln u≥0,可得到该函数的

非负性。 如果(x( t),y( t))∈R2
+,应用 Itôs 公式,

可以得到

dV(x) = Vxdx + 0. 5Vxx(dx)2 + Vydy + 0. 5Vyy(dy)2 =
0. 5(x0. 5 - 1)[a( t) - b( t)x( t) -

c( t)F(x,y)]dt +
σ2

1( - x + 2)
8

x2θdt +

0. 5(x0. 5 - 1)σ1(t)xθ(t)dB1(t) + 0. 5(y0. 5 -
1)[ - d(t) - h(t)y(t) + g(t)G(x,y)]dt +

σ2
2( - y + 2)

8
y2θdt + 0. 5(y0. 5 - 1)σ2(t)·

yθ(t)dB2(t) ≤0. 5[a(t)x0. 5 + b(t)x(t) +
c( t)F(x,y)]dt + 0. 125σ2

1( - x2θ+0. 5 +
2x2θ)dt + 0. 5(xθ+0. 5 - xθ)σ1( t)dB1( t) +
0. 5[g(t)y0.5G(x,y) + d(t) + h(t)y(t)]dt +
0. 125σ2

2( - y2θ+0. 5 + 2y2θ)dt + 0. 5(yθ+0. 5 -
yθ)σ2(t)dB2(t)= 0. 5[a(t)x0.5 + b(t)x(t) +
c(t)F(x,y) - 0. 25σ2

1x2θ
+0. 5 + 0. 5x2θ]dt +

0. 5(xθ+0.5 - xθ)σ1(t)dB1(t) + 0. 5[g(t)y0.5·
G(x,y) + d( t) + h( t)y( t) -
0. 25σ2

2y2θ+0. 5 + 0. 5y2θ]dt + 0. 5(yθ+0. 5 -
yθ)σ2( t)dB2( t) ≤0. 5[ - 0. 25σ

⌒

2
1x2θ+0. 5 +

0. 5x2θ + b
⌒
x + a⌒x0. 5 + c⌒2

m
]dt + 0. 5(xθ+0. 5 -

xθ)σ1( t)dB1( t) + 0. 5[ - 0. 25σ

⌒

2
2y2θ+0. 5 +

0. 5y2θ + h
⌒
y + d⌒ + g⌒2y0. 5]dt + 0. 5(yθ+0. 5 -

yθ)σ2(t)dB2(t)≤(K1 + K2)dt + 0. 5(xθ+0.5 -

xθ)σ1(t)dB1(t) + 0.5(yθ+0.5 - yθ)σ2(t)dB2(t)
其中 K1,K2 都是常数。

对上式的两边从 0 到 τn∧T 积分,并取期望

值,得到

EV(x(τn ∧ T),y(τn ∧ T)) ≤ V(x0,y0) +
(K1 + K2)T。 (8)

设 Ωn = {τn ≤ T},则通过(7),有 P(Ωn) ≥
ε。 那么对于每个 ω ∈ Ωn,都存在 i,使得 xi(τn,
ω)( i = 1,2) 等于 n 或 1 / n, 因此 V(x(τn,ω),

y(τn,ω)) 不小于min{( n - 1 - 0. 5ln n),( 1
n
-

1 + 0. 5ln n)}。
从式(8)可以得出

V(x0,y0) + (K1 + K2)T ≥
E[1Ωn

(ω)V(x(τn),y(τn))] ≥

εmin{( n - 1 - 0. 5ln n),

( 1
n

- 1 + 0. 5ln n)},

其中 1Ωn
是 Ωn 的指标函数,让 n→∞,得到下列

矛盾

∞ > V(x0,y0) + (K1 + K2)T = ∞。
证毕。

定理 2　 如果〈a(t)〉∗<0 且〈g(t)〉∗<〈d(t)〉∗,
则系统(4)中的物种 x( t)和 y( t)将趋近于灭绝。

证明　 将 Itôs 公式应用于式(4),有

dln x = dx
x

- (dx) 2

2x2
= [a( t) - b( t)x( t) -

c( t)y( t)
x( t) + my( t)

- 0. 5σ2
1( t)x2θ( t)]dt +

σ1( t)xθ( t)dB1( t),

dln y = dy
y

- (dy) 2

2y2
= [ - d( t) - h( t)y( t) +

g( t)x( t - τ)
x( t - τ) + my( t - τ)

- 0. 5σ2
2( t)·

y2θ( t)]dt + σ2( t)yθ( t)dB2( t)。
　 　 将上式两边从 0 到 t 积分,得到

lnx( t) - lnx(0) = ∫t
0
(a( s) - b( s)x( s) -
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c( s)y( s)
x( s) + my( s)

- 0. 5σ2
1( s)x2θ( s))ds + M1( t),

(9)

lny( t) - lny(0) = ∫t
0
( - d( s) - h( s)y( s) +

g( s)x( s - τ)
x( s - τ) + my( s - τ)

- 0. 5σ2
2( s)y2θ( s))ds +

M2( t) (10)

其中 M1( t) = ∫t
0
σ1( s)xθ( s)dB1( s),

M2( t) = ∫t
0
σ2( s)yθ( s)dB2( s)

是局部鞅。 其二次方差是

〈M1( t),M1( t)〉 = ∫t
0
σ2

1( s)x2θ( s)ds,

〈M2( t),M2( t)〉 = ∫t
0
σ2

2( s)y2θ( s)ds。

　 　 通过应用指数鞅不等式,得到对于任意正常

数 T,α 和 β,有

P{sup0≤t≤T[M( t) - α
2
〈M( t),M( t)〉] > β,

其中 β ≤ e -αβ (11)
　 　 取 T=n,α=1,β=2ln n,然后得出

P{sup0≤t≤n[Mi( t) - 1
2
〈Mi( t),Mi( t)〉] >

2ln n} ≤ 1
n2 ,( i = 1,2)。

　 　 采用 Borel-Cantalli 引理,对于所有 ω∈Ω,都
有一个随机整数 n0 =n0(ω)使得 n≥n0

sup0≤t≤n[Mi( t) - 1
2
〈Mi( t),Mi( t)〉] ≤

2ln n,( i = 1,2)。
即

Mi( t) ≤ 2ln n + 1
2
〈Mi( t),Mi( t)〉,( i = 1,2),

　 　 对于所有 0≤t≤n,有 n≥n0。 可以得出

M1( t) ≤ 2ln n + 1
2
〈M1( t),M1( t)〉 =

2ln n + 0. 5∫t
0
σ2

1( s)x2θ( s)ds,

M2( t) ≤ 2ln n + 1
2
〈M2( t),M2( t)〉 =

2ln n + 0. 5∫t
0
σ2

2( s)y2θ( s)ds,

　 　 对于所有 0≤t≤n,有 n≥n0,将上述不等式

代入式(9),式(10),可以得出

lnx( t) - lnx(0) ≤ ∫t
0
a( s)ds - ∫t

0
b( s)x( s)ds -

∫t
0

c( s)y( s)
x( s) + my( s)

ds + 2ln n ≤ ∫t
0
a( s)ds + 2ln n

(12)

lny( t) - lny(0) ≤- ∫t
0
d( s)ds - ∫t

0
h( s)y( s)ds +

∫t
0

g(s)x(s - τ)
x(s - τ) + my(s - τ)

ds + 2ln n≤- ∫t
0
d(s)ds +

∫t
0
g( s)ds + 2ln n (13)

　 　 对于所有 0≤t≤n,有 n≥n0。 则对于 0<
n-1≤t≤n,有

lnx( t) - ln x0

t
≤ 〈a( t)〉 + 2ln n

n - 1
,

lny( t) - ln y0

t
≤- 〈d( t)〉 + 〈g( t)〉 + 2ln n

n - 1
,

　 　 因此,得出

lnx( t)
t

é

ë
êê

ù

û
úú

∗

≤ 〈a〉∗ < 0,

lny( t)
t

é

ë
êê

ù

û
úú

∗

≤ 〈g〉∗ - 〈d〉∗ < 0。

　 　 也就是说,如果〈a〉∗ <0 且〈g〉∗ -〈d〉∗ <0,
可以得到

lim
t→∞

x( t) = 0,lim
t→∞

y( t) = 0。

证毕。
定理 3 　 如 果〈a( t)〉∗ = 0 且〈g( t)〉∗ =

〈d( t)〉∗,则系统(4)中物种 x( t)和 y( t)都是非

持久性的。
证明　 对于任意给定的 ε > 0,存在一个 T1

使得
∫t
0
a( s)ds

t
≤ 〈a〉∗ + ε

2
= ε

2
,t ≥ T1, 将这个

不等式代入(12),

lnx( t) - lnx(0) ≤ ∫t
0
a( s)ds - ∫t

0
b( s)x( s)ds +

2ln n ≤ εt
2

- b

⌒

∫t
0
x( s)ds + 2ln n,

对于所有 T1≤t≤n,有 n≥n0。 存在一个 T>
T1,使得对于所有当 T1≤T≤n-1≤t≤n 且 n≥n0

时,有ln n
t

≤ ε
4
。 那么可以得到

lnx( t) - lnx(0) ≤ εt - b

⌒

∫t
0
x( s)ds。

　 　 令 u( t) = ∫t
0
x( s)ds, 有

ln (du
dt

) < εt - b

⌒

u( t) + lnx(0),t > T,

　 　 同理有
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e b

⌒

u( t)du( t) < x(0)eεtdt,t > T。
　 　 将上述不等式从 T 到 t 积分,有

1
b

⌒[e b

⌒

u( t) - e b

⌒

u(T)] < x(0)
ε

[eεt - eεT]。

　 　 将不等式进行变换,可以得到

e b

⌒

u( t) < e b

⌒

u(T) + x(0) b

⌒

ε
eεt - x(0) b

⌒

ε
eεT

　 　 将两边同时取对数,可以得到

u( t) < 1
b

⌒ln[e b

⌒

u(T) + x(0) b

⌒

ε
eεt - x(0) b

⌒

ε
eεT]。

　 　 已经证明

∫t
0
x( s)ds

t

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

∗

≤ 1
b

⌒{ ln [ e b

⌒

u(T) +

x(0) b

⌒

ε
eεt - x(0) b

⌒

ε
eεT ] }

∗
。

　 　 应用 LHopital 法则,可以得到

〈x〉∗ ≤ 1
b

⌒[
ln (x(0) b

⌒

ε
eεt)

t
]

∗

= ε
b

⌒。

　 　 由于 ε 是任意的,则〈x〉∗ ≤0,可以得到物种

x(t) 的均值是非持久性的。 对于任意给定的 ε > 0,

存在一个 T2,有
∫t
0
g( s)ds

t
-
∫t
0
d( s)ds

t
≤ 〈g〉∗ -

〈d〉∗ + ε
2

= ε
2
,t ≥ T2, 代入这个不等式到方程

(13),得到不等式如下

lny( t) - lny(0) ≤- ∫t
0
d( s)ds + ∫t

0
g( s)ds -

∫t
0
h(s)y(s)ds + 2ln n ≤ εt

2
- h

⌒∫t
0
y(s)ds + 2ln n,

　 　 对于所有 T2≤t≤n,有 n≥n0。 存在当 T>T2,

对于所有 T2≤T≤n-1≤t≤n 且 n≥n0 时,有ln n
t

≤

ε
4
。 可以得到

lny( t) - lny(0) ≤ εt - h

⌒∫t
0
y( s)ds。

　 　 令 v( t) = ∫t
0
y( s)ds, 通过与上述类似的方法,

得到

v( t) < 1
b

⌒ln e h

⌒

u(T) + y(0)h

⌒

ε
eεt - y(0)h

⌒

ε
eεTé

ë
êê

ù

û
úú 。

　 　 应用 LHopital 法则,可以得到

〈y〉∗ ≤ 1
b

⌒

ln (y(0)h

⌒

ε
eεt)

t

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

∗

= ε
b

⌒。

由于 ε 是任意的,则〈y〉∗≤0,可以得到物种

y( t)的均值是非持久性的。
证毕。
定理 4　 如果〈a(t)〉∗>〈c(t)〉∗且〈d(t)〉∗<

0,则系统(4)的物种 x( t)和 y ( t) 都为弱持久

性的。
证明　 首先,证明

lnx( t)
t

é

ë
êê

ù

û
úú

∗

≤0, lny( t)
t

é

ë
êê

ù

û
úú

∗

≤0。

　 　 将 Itôs 公式应用于(4),其结果为

d(et ln x) = et ln xdt + etdln x =
et[ln x + a( t) - b( t)x -

c( t)y( t)
x( t) + my( t)

- 0. 5σ2
1( t)x2θ]dt +

etσ1( t)xθdB1( t),

d(et ln y) = et ln ydt + etdln y =
et[ln y - d( t) - h( t)y +

g( t)x( t - τ)
x( t - τ) + my( t - τ)

-

0. 5σ2
2( t)y2θ]dt + etσ2( t)yθdB2( t) .

　 　 将上式两边从 0 到 t 积分,得到

et lnx( t) - lnx(0) = ∫t
0
es[lnx( s) +

　 a( s) - b( s)x( s) - c( s)y( s)
x( s) + my( s)

-

　 0. 5σ2
1( s)x2θ( s)]ds + N1( t), (14)

et lny( t) - lny(0) = ∫t
0
es[lny( s) -

　 d( s) - h( s)y( s) + g( s)x( s - τ)
x( s - τ) + my( s - τ)

-

　 0. 5σ2
2( s)y2θ( s)]ds + N2( t), (15)

其中 N1( t) = ∫t
0
esσ1( s)xθ( s)dB1( s),

N2( t) = ∫t
0
esσ2( s)yθ( s)dB2( s)

是局部鞅,其二次方差是

〈N1( t),N1( t)〉 = ∫t
0
e2sσ2

1( s)x2θ( s)ds,

〈N2( t),N2( t)〉 = ∫t
0
e2sσ2

2( s)y2θ( s)ds。

　 　 根据指数鞅不等式(11),令 T = γk,α = e-γk 和

β= ξeγk ln k,使得

P{sup0≤t≤γk[Ni( t) - 0. 5e -γk〈Ni( t),Ni( t)〉] >
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ξeγk ln k} ≤ k -ξ,( i = 1,2),
其中 ξ>1 且 γ>1。 借助 Borel-Cantelli 引理,对于

所有 ω∈Ω 都存在 k0(ω),使得对于每一个 k>
k0(ω),都有

Ni( t) ≤ 0. 5e -γk〈Ni( t),Ni( t)〉 + ξeγk ln k,
0 ≤ t ≤ γk( i = 1,2)。

即

N1( t) ≤ 0. 5e -γk∫t
0
e2sσ2

1( s)x2θ( s)ds + ξeγk ln k,

N2( t) ≤ 0. 5e -γk∫t
0
e2sσ2

2( s)y2θ( s)ds + ξeγk ln k。

　 　 将上述不等式代入(14)和(15),得出

et lnx( t) - lnx(0) ≤ ∫t
0
es[lnx( s) + a( s) -

　 b( s)x( s) - 0. 5σ2
1( s)x2θ( s)]ds +

　 0. 5e -γk∫t
0
e2sσ2

1( s)x2θ( s)ds + ξeγk ln k =

　 ∫t
0
es[lnx( s) + a( s) - b( s)x( s) -

　 0. 5σ2
1( s)x2θ( s)(1 - es-γk)]ds + ξeγk ln k　

(16)

et lny( t) - lny(0) ≤ ∫t
0
es[lny( s) - d( s) +

　 g( s) - h( s)y( s) - 0. 5σ2
2( s)y2θ( s)]ds +

　 0. 5e -γk∫t
0
e2sσ2

2( s)y2θ( s)ds + ξeγk ln k =

　 ∫t
0
es[lny( s) - d( s) + g( s) - h( s)y( s) -

　 0. 5σ2
2( s)y2θ( s)(1 - es-γk)]ds + ξeγk ln k。 　

(17)
　 　 对于0≤s≤γk且x >0,y >0,由于mint∈R+

b(t) >
0,mint∈R+

h(t) > 0,存在独立于 k的常数C1 和C2 使

得

ln x +a( s) - b( s)x( s) -0. 5σ2
1( s)x2θ(1 - es-γk) ≤

C1,
ln y - d( s) + g( s) - h( s)y( s) - 0. 5σ2

2( s)y2θ(1 -
es-γk) ≤ C2。

也就是说,对于任意 0≤t≤γk,根据(16)和

(17),有
et lnx( t) - lnx(0) ≤ C1(et - 1) + ξeγk ln k,

et lny( t) - lny(0) ≤ C2(et - 1) + ξeγk ln k。
即

lnx(t)≤e -t lnx(0) + C1(1 - e -t) + ξe -teγk ln k,
lny(t)≤e -t lny(0) + C2(1 - e -t) + ξe -teγk ln k。
　 　 如果 γ(k-1)≤t≤γk 且 k≥k0(ω),则

lnx( t)
t

≤ e -t lnx(0)
t

+ C1(1 - e -t)
t

+

ξe -r(k-1) eγk ln k
t

,

lny( t)
t

≤ e -t lny(0)
t

+ C2(1 - e -t)
t

+

ξe -r(k-1) eγk ln k
t

。

　 　 令 t→+∞,可以得到

[lnx( t)
t

]∗ ≤0, (18)

[lny( t)
t

]∗ ≤0, (19)

　 　 假设〈a〉∗-〈c( t)〉∗>0,证明 x∗>0。 如果此

断言不成立,则令 S 为集合 S = { x∗ = 0},那么

P(S)>0。 由式(9)得
lnx( t) - lnx(0)

t
≥ 〈a( t)〉 - 〈b( t)x( t)〉 -

〈c( t)〉 - 0. 5〈σ2
1( t)x2θ( t)〉 + M1( t)

t
。

　 　 一方面,对于所有 ω∈S,有 lim
t→+∞

x( t,ω)= 0,然

后通过局部鞅的大数定律,得到 lim
t→+∞

M1( t)
t

= 0。

代入上述不等式有

lnx( t,ω)
t

é

ë
êê

ù

û
úú

∗

≥ 〈a( t)〉∗ - 〈c( t)〉∗ > 0。

　 　 可得 P([ lnx( t)
t

]∗ > 0) > 0, 这与式(18)

相矛盾。
同样, 假设 - 〈d( t)〉∗ > 0,证明 y∗ > 0。

如果此断言不成立,则令 S 为集合 H = {y∗ = 0},
则 P(H) > 0。 从式(10)得出

lny( t) - lny(0)
t

≥- 〈d( t)〉 - h( t)〈y( t)〉 -

0. 5〈σ2
2( t)y2θ( t)〉 + M2( t)

t
。

　 　 另一方面,对于所有 ω∈H,有 lim
t→+∞

y( t,ω) =

0,然后通过局部鞅的大数定律,得到 lim
t→+∞

M2( t)
t

=

0。 代入上述不等式有

lny( t,ω)
t

é

ë
êê

ù

û
úú

∗

≥- 〈d( t)〉∗ > 0。

　 　 可得 P ([lny( t)
t

]
∗

> 0) > 0,这与 (19 ) 相

矛盾。
证毕。
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2　 数值模拟

使用 Milstein 方法(见参考文献[11-13]),来
验证主要结论。 系统(4)的离散方程如下:
xk+1 = xk + xk[a(kΔt) - b(kΔt)xk -

c(kΔt)yk / (xk + myk)]Δt +

σ1(kΔt)x1+θ
k Δt ξk +

0. 5σ2
1(kΔt)x2+2θ

k (ξ2
k - 1)Δt,

yk+1 = yk + yk[ - d(kΔt) - h(kΔt)yk +

g(kΔt)xk-τ / (xk-τ + myk-τ)]Δt +

σ2(kΔt)y1+θ
k Δt ξk + 0. 5σ2

2(kΔt)y2+2θ
k ·

(ξ2
k - 1)Δt,

其中 ξk,k=1,2,…,n 是高斯随机变量。
令 θ = 0. 8,b( t) = 0. 2,h( t) = 0. 1,m = 1,

σ1( t) = 0. 7 和 σ2( t) = 0. 8,步长 Δt = 0. 001。
在图 1 中,令

c( t) = 0. 2,d( t) = 0. 1 - 0. 3sin t,
a( t) = - 0. 02 + 0. 3sin t,
g( t) = - 0. 03 + 0. 4sin t,

得出 〈a( t)〉∗ = 0 和〈g( t)〉∗ < 〈d( t)〉∗。 根据

定理 2,x( t) 和 y( t) 趋近于灭绝(见图 1)。

图 1　 捕食者和食饵趋近于灭绝

Fig. 1　 Predator and prey go to extinction

在图 2 中,令
a( t) = 0. 3sin t,

g( t) = - 0. 03 + 0. 5sin t = d( t),
c( t) = 0. 2。

得出 〈a( t)〉∗ = 0和〈g( t)〉∗ = 〈d( t)〉∗,从定理

3 可以得出,x( t) 和 y( t) 在均值上非持久性的

(见图 2)。

图 2　 捕食者和食饵都是非持久性的

Fig. 2　 Predator and prey are nonpersistent in the mean

在图 3 中,令
a( t) = 0. 001 + 0. 2sin t,
c( t) = - 0. 01 + 0. 3sin t,

d( t) = - 0. 03 + 0. 2sin t,g( t) = 0. 02。
然后得出 〈a( t)〉∗ > 〈c( t)〉∗ 和〈d( t)〉∗ < 0。
根据定理 4,得出 x( t) 和 y( t) 是弱持久性的(见
图 3)。

图 3　 捕食者和食饵都是弱持久性地

Fig. 3　 Predator and prey are weakly persistent

3　 结论与展望

通过前文建立了一类 Michaelis-Menten 型比

率依赖函数的时滞捕食-食饵模型,并分析研究系

统的随机动力性。 得到了系统正解的存在性条

件,然后通过一些假设得到了系统持久性或灭绝

性的充分条件并验证了其结论。 该模型拥有很好

的性质,有着较大的发展空间,在此文的基础上,

08
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建立一类 Michaelis-Menten 型时滞比率依赖的食

物链模型等等,这是未来研究的方向。
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