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뿍具媒体影响的时滞 HIV 传染动力学模型
及其解的正性和有界性

刘岩柏,朱惠延∗,刘　 芳

(南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001)

摘　 要:建立一类具媒体影响的时滞 HIV 传染动力学模型来研究媒体等对 HIV 传染

的影响。 通过运用时滞微分方程相关理论证明了模型解的正性;运用常微分方程比

较定理和时滞微分方程解的指数有界定义等证明了模型解的有界性。 研究模型解的

正性与有界性是研究此类模型其它动力学性质的前提基础。
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Positive and Boundedness of the Solution to HIV Infection
Model with Delay Effects of Media

LIU Yanbai,ZHU Huiyan∗,LIU Fang
(School of Mathematics and Physics,University of South China,Hengyang,Hunan 421001,China)

Abstract:In order to study the influence of media on HIV infection,a class of HIV infec-
tion model with media effects is established. The positive solution of the model is proved by
using the theory of delay differential equations;The boundedness of the solution of the
model is proved by the comparison theorem of the ordinary differential equations and expo-
nential bounded definition of delay differential equations. Studying the positive and bound-
edness of the solution to the model is the premise basis for studying the other dynamic
properties of such models.
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0　 引　 言

HIV 病毒自发现以来在全球的迅速传染,已

经严重威胁了人类的健康安全。 根据世界卫生组

织(WHO)最新发布的报告,全球有 HIV 感染者

约 3 670 万人[1]。 HIV 感染的相关动力学模型为
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HIV 的防治提供了有参考价值的理论依据[2-5]。
随着社会科技创新的快速进步,不论是报纸广播

等传统媒体,还是以微博微信为代表的新媒体的

出现,都使得信息传播在大众间迅速普及。 媒体

等对传染病防治的影响也得到发展[6-7],具意识分类

的 HIV 模型也得以提出和研究[8-9]。 A. K. Misra[10]

基于仓室模型考虑了媒体对传染病的影响,并假

设媒体的报道是连续性的,建立了以下传染病

模型:
dX
dt

= A - βXI - μXM - dX + σI + μ0Xm,

dI
dt

= βXI - (d + α + σ) I,

dXm

dt
= μXM - dXm - μ0Xm,

dM
dt

= γI - γ0M,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

其中,X,I,Xm 分别表示在 t 时刻将人口分为三个

仓室的易感人群、感染者以及有防护意识的易感

人群,M 表示在 t 时刻媒体报道的累积密度。 在

这个模型中,β 是易感者的感染率,μ 表示无意识

人群接受媒体影响的传播率,α,d,σ 分别是疾病

死亡率、自然死亡率和疾病恢复率,A 是人口的输

入率,μ0 是有意识人群向无意识人群的恢复率,γ
是媒体报道的增长率,γ0 是低效能等造成的媒体

宣传的损耗率。 在此基础上 A. K. Misra[11] 将

μXM,γI 改为饱和反应项来建立模型,王晓静

等[12]考虑了时滞对模型的影响,得到了一些有益

的成果。
考虑到媒体报道的累积密度不仅与感染者数

量成比例,也与媒体自身的影响有关,同时考虑到

HIV 感染的终身特性,将模型修改为:
dX
dt

= A - βXI - μXM - dX + μ0Xm,

dI
dt

= βXI - (d + α) I,

dXm

dt
= μXM - dXm - μ0Xm,

dM
dt

= f( I,M) - γ0M,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(1)

其中,f( I,M)表示媒体报道的累积增长率,假设

它感染者数量相关的同时还与媒体自身的报道密

度有关,即 f( I,M) = γIM。 考虑到媒体对于 HIV
的感染病例报道依赖于卫生部门的发布,从而会

产生一定的媒体报道时滞,简称媒体时滞。 因此

本文将讨论下面的模型:

　 　

dX
dt

= A - βXI - μXM - dX + μ0Xm,

dI
dt

= βXI - (d + α) I,

dXm

dt
= μXM - dXm - μ0Xm,

dM
dt

= γI( t - τ)M( t - τ) - γ0M,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(2)

其中 X(0)>0,I(0)>0,Xm(0)>0,M(0)>0,τ 表示

媒体由于依赖过往感染病例所产生的媒体时滞。
由于 N=X+I+Xm,所以模型(2)可以写成

dI
dt

= β(N - I - Xm) I - (d + α) I,

dXm

dt
= μ(N - I - Xm)M - dXm - μ0Xm,

dN
dt

= A - dN - αI,

dM
dt

= γI( t - τ)M( t - τ) - γ0M,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(3)

1　 解的正性和有界性

令 B=C([-τ,0],R),它是从区间[-τ,0]映
射到 R 上的并且由连续函数映射的全体构成的

一个 Banach 空间。 对于任意的 φ∈B,定义范数

‖φ‖= sup-τ≤θ≤0 (θ) 。
系统(3)的初始条件是:

I(θ) ≥ 0,Xm(θ) ≥ 0,N(θ) ≥ 0,M(θ) ≥ 0,
θ ∈ [ - τ,0],
I(0) > 0,Xm(0) > 0,N(0) > 0,M(0) > 0。

ì

î

í

ïï

ïï

(4)
由时滞微分方程的相关定理[13],系统(3)在上述

初始条件下存在唯一解。 设( I( t),Xm( t),N( t),
M( t))是系统(3)在初始条件下的任意解。

定理 1　 设( I( t),Xm( t),N( t),M( t))为系

统(3)在初始条件(4)下的解,则有系统(3)的解

都是非负的。
证明:由于系统(3)和系统(2)是等价的,通

过解系统(2)的每个方程,分别得到,

X( t) = e -∫t0(βI(ξ) +μM(ξ) +d)dξ(X(0) + ∫t
0
(A + μ0Xm(η))e∫

t

0
(βI(ξ) +μM(ξ) +d)dξdη),

I( t) = I(0)e -∫t0(α+d-βX(η))dη,

83
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Xm( t) = e -(d+μ0) t(Xm(0) + ∫t
0
μX(η)M(η)e(d+μ0)ηdη),

M( t) = e -γ0t(M(0) + ∫t
0
γI(η - τ)M(η - τ)eγ0ηdη)。

显然 I( t) > 0,现在证明M( t) > 0,设存在 t1 > 0,
t1 为第一个穿过 I轴并使得M(t) < 0的点,即满足

M(t1) = 0且M′(t1) < 0。 由系统(3) 的第四个方

程M′(t)= γI(t1 - τ)M(t1 - τ),因为 τ≥0,I(t1 -
τ) > 0,由于 t1 是第一个穿过 I轴并使得M( t) <
0的点,即 t∈[0,t1] 时,M( t) > 0。 t1 - τ≤ t1,故
M( t1 - τ) ≥ 0,得到 M′( t1) ≥ 0,这与假设矛盾,
所以 M( t) > 0。

现在证明 Xm( t) > 0,同理运用反证法,设存

在 t2 > 0,t2 为第一个穿过 I 轴并使得 Xm( t) < 0
的点,即满足 Xm( t2) = 0 且 Xm′( t2) < 0。 由系统

(3)的第三个方程 Xm′( t2)= μX( t2)M( t2),另外,

X( t2) = e -∫t 20 (βI(ξ) +μM(ξ) +d)dξ(X(0) + ∫t2
0
(A +

μ0Xm(η))e∫
t 2
0

(βI(ξ) +μM(ξ) +d)dξdη)。
所以, X( t2) > 0。 由于 t2 是第一个穿过 I轴并使

得 Xm( t) < 0 的点,即 t∈[0,t2] 时,Xm( t) ≥0。
由上M( t) > 0 已经得证,得到 Xm′( t2) > 0,这与

假设矛盾,所以 Xm( t) > 0。
现在证明 X( t) > 0,由上,M( t) > 0 已经得

证, 根据得到的积分式和给定的初始条件,

X( t) = e -∫t0(βI(ξ) +μM(ξ) +d)dξ(X(0) +

∫t
0
(A + μ0Xm(η))e∫

t

0
(βI(ξ) +μM(ξ) +d)dξdη)。

所以, X( t) > 0。
由于 N = X + I + Xm,所以 N( t) > 0。
如果 t1,t2 没有穿过 I 轴,运用反证法同样得

到矛盾。
定理 2　 设( I( t),Xm( t),N( t),M( t))为系

统(3)在初始条件(4)下的解,则我们有,
(1)存在 G>0,使得在 t 充分大之后有

I( t) ≤ G,Xm( t) ≤ G,N( t) ≤ G,
成立;

(2)M( t)是指数有界的,即存在 B>0,s>0,当
t≥0 时,有

M( t) ≤ Best

成立。
证明:
首先,由系统(3)的第三个方程

N′( t) = A - dN - αI,
因为 N′( t)= A-dN-αI≤A-dN( t),

由比较定理[14]得到

N( t) ≤ A
d

+ ε(其中 ε 是任意小的数)。

由于 N=X+I+Xm,所以,

I,Xm ≤ N ≤ A
d

+ ε。

又,M( t)由系统(3)的第四个方程

dM( t)
dt

= γI( t - τ)M( t - τ) - γ0M( t),

由 I( t)≤ A
d
,得到

M′( t) = γI( t - τ)M( t - τ) - γ0M( t)

≤ γA
d
M( t - τ),

两边积分得

M( t) ≤ ∫t
0

γA
d
M( t - τ),

由指数有界的定义[15],我们得到

M( t) ≤ (1 + γA
d
)∫t

0
M( s)ds + M0,

根据 Gronwall 不等式[15],得到

M( t) ≤ M0e
d+γA
d t。

2　 结　 论

本文建立了一类具媒体影响的时滞 HIV 传

染动力学模型,并对系统解的正性和有界性得到

了证明。 该结论为具媒体影响的时滞 HIV 传染

动力学模型的其它动力学性质的研究打下了前提

性的基础。
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