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一类四阶微分方程 Neumann 边值问题正解的存在性

王晶晶,路艳琼∗

(西北师范大学 数学与统计学院,甘肃 兰州 730070)

摘　 要:运用锥上的不动点指数理论获得了四阶 Neumann 边值问题

y(4)(x) + (k1 + k2)y″(x) + k1k2y(x) = f(x,y(x)),x ∈ [0,1],
y′(0) = y′(1) = y‴(0) = y‴(1) = 0{

在条件 k1<k2<0 下正解存在的最优条件,其中 f∈C([0,1]×[0,∞ ),[0,∞ ))。
关键词:Neumann 边值问题;格林函数;正解;不动点指数
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The Existence of Positive Solutions of Neumann Boundary Value
Problems for a Class of Fourth-order Differential Equations

WANG Jingjing,LU Yanqiong∗

(College of Mathematics and Statistics,Northwest Normal University,Lanzhou,Gansu 730070,China)

Abstract:The fixed point index theory of cone mapping is used to obtain the optimal condi-
tions for existence of positive solutions of the fourth-order Neumann boundary value problem

y(4)(x) + (k1 + k2)y″(x) + k1k2y(x) = f(x,y(x)),x ∈ [0,1],
y′(0) = y′(1) = y‴(0) = y‴(1) = 0{

with conditions k1<k2<0,where f∈C([0,1]×[0,∞ ),[0,∞ )) .
key words:Neumann boundary value problem;Green􀆳s function; positive solution; fixed
point theorem

0　 引　 言

四阶常微分方程边值问题是熟知的刻画弹性

梁平衡状态的数学模型,在弹性力学和工程物理

中有着广泛的应用,因此,非线性四阶常微分方程

边值问题正解的存在性备受众多学者的关注[1-7],
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尤其对两端简单支撑的静态梁方程的研究最为普

遍[1-4]。 2015 年 R. Vrabel[2]运用上下解方法研究

了两端简单支撑的静态梁方程

y(4)(x) + (k1 + k2)y″(x) + k1k2y(x) =
f(x,y(x)),x ∈ [0,1],
y′(0) = y′(1) = y″(0) = y″(1) = 0

ì

î

í

ïï

ïï

(1)

解的存在性,其中 k1,k2 满足 k1 <k2 <0,然而对于

四阶 Neumann 边值问题正解的研究还是相对较

少。 2008 年,F. Y. Li 与 Y. B Zhang[5]等人利用不

动点指数理论和临界群理论研究了四阶 Neumann
边值问题

y(4)(x) - 2y″(x) + y(x) =
f(x,y(x)),x ∈ [0,1],
y′(0) = y′(1) = y‴(0) = y‴(1) = 0

ì

î

í

ïï

ïï

(2)

正解的存在性,其中 f∈C1([0,1] ×R,R)且 f(x,
·)在 R 上单调递增。 2009 年,郭建敏与郭彩

霞[6-7]等人又利用变分方法和环绕定理以及第二

形变引理得到带有两个参数的四阶 Neumann 边

值问题

y(4)(x) + ηy″(x) - ξy(x) =
λf(x,y(x)),x ∈ (0,1),
y′(0) = y′(1) = y‴(0) = y‴(1) = 0

ì

î

í

ïï

ïï

(3)

解的存在性,其中 f∈C1([0,1]×R,R),ξ,η∈R,
λ∈R+:[0,∞ )都是参数且满足条件

ξ
Π4

+ η
Π2 < 1,ξ ≥- η2

4
,η > - 2 Π2。

随后在文献[7]中利用 Morse 理论和 Brezis-Niren-
berg 定理研究了问题(3)解的存在性。

受上述文章的启发,本文运用锥上的不动点

指数理论研究了四阶 Neumann 边值问题

y(4)(x) + (k1 + k2)y″(x) + k1k2y(x) =
f(x,y(x)),x ∈ [0,1],
y′(0) = y′(1) = y‴(0) = y‴(1) = 0

ì

î

í

ïï

ïï

(4)

正解的存在性,其中 k1 < k2 <0, f 满足如下假设

条件:
(H1) f:[0,1]×[0,∞ )→[0,∞ )是连续的;
(H2)存在函数 m0(·)∈C([0,1],(0,∞ ))

使得 lim
y→0

f(x,y)
y

= m0(x);

(H3)存在函数 m∞ (·) ∈C ([0,1],(0,∞ ))
使得

lim
y→∞

f(x,y)
y

= m∞(x)。

令 λ1(g)表示线性特征值问题

y(4)(x) + (k1 + k2)y″(x) + k1k2y(x) =
λ1g(x)y(x),x ∈ (0,1),
y′(0) = y′(1) = y‴(0) = y‴(1) = 0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(5)
的主特征值,其中 λ1∈R 为参数,且 g:[0,1]→
(0,∞ )是连续的。

基于假设(H1) ~ (H3)获得了问题(4)解存

在的充分条件。
定理 1　 假设条件(H1) ~ (H3)成立。 若下

列条件之一:
(H4)λ1(m0)<1<λ1(m∞ );
(H5)λ1(m0)>1>λ1(m∞ )

成立,则问题(4)至少存在一个正解。
由定理 1 可直接获得如下的推论:
推论 1　 假设条件(H1) ~ (H3)成立。 若下

列条件之一:

(i) f0 = lim
y→0

inf
t∈[0,1]

f(x,y)
y

= 0,

f∞ = lim
y→∞

inf
t∈[0,1]

f(x,y)
y

= + ∞;

(ii) f 0 = lim
y→0

inf
t∈[0,1]

f(x,y)
y

= + ∞,

f∞ = lim
y→∞

inf
t∈[0,1]

f(x,y)
y

= 0

成立,则问题(4)至少存在一个正解。
推论 2　 假设条件(H1) ~ (H3)成立,若下列

条件之一:
(i)λ1(m0)<λ<λ1(m∞ );
(ii)λ1(m0)>λ>λ1(m∞ )

成立,则带参数的 Neumann 边值问题

y(4)(x) + (k1 + k2)y″(x) + k1k2y(x) =
λf(x,y(x)),x ∈ (0,1),
y′(0) = y′(1) = y‴(0) = y‴(1) = 0

ì

î

í

ïï

ïï

(6)

至少存在一个正解,其中 λ1∈R 为参数。

1　 格林函数的性质与预备知识

定义函数空间 E = C (0,1 ),则 E 按范数

y = max
0≤x≤1

y(x) 构成 Banach 空间。 定义锥

P = y ∈ E y(x) ≥ 0,x ∈ [0,1]{ } 。
显然,P 为 E 中的非负锥。 对任意的 r>0,记 P 中

半径为 r 的开球为 Br = y∈P y <r{ } 。
若 y∈C[0,1]∩C4(0,1)满足问题(4)且 y

(x)>0,x∈(0,1),则称 y 是问题(4)的一个正解。
下面讨论问题(4)相应的格林函数表达式和
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符号性质。 由 k1<k2<0,令
k1 = - r2,k2 = - m2

且 r 与 m 都是大于零的常数满足 r>m,进而将问

题(4)转化为如下的边值问题

y(4)(x) - (m2 + r2)y″(x) + m2 r2y(x) =
f(x,y(x)),x ∈ [0,1],
y′(0) = y′(1) = y‴(0) = y‴(1) = 0。

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 定义线性算子 L:D(L)→X

Ly ∶= y(4) - (m2 + r2)y″ + m2 r2y,y ∈ D(L),
其中 D(L) ∶={y∈C4[0,1] ∶ y′(0)= y′(1)=
y‴(0)= y‴(1)= 0}。

为了获得算子 Ly = 0 的格林函数 G(x,s),定
义线性算子

L1y ∶= y″ - r2y,
D(L1) ∶= y ∈ C2[0,1] ∶ y′(0) = y′(1) = 0{ } 。
不难计算 L1y=0 的格林函数为

G1( t,s) =

cosh[ r(1 - t)]cosh( rs)
rsinh r

,0 ≤ s ≤ t ≤1,

cosh[ r(1 - s)]cosh( rt)
rsinh r

,0 ≤ t ≤ s ≤1。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 定义线性算子

L2y ∶= y″ - m2y,
D(L2) ∶= y ∈ C2[0,1] ∶ y′(0) = y′(1) = 0{ } ,

则 L2y=0 的格林函数为

G2( t,s) =

cos[m(1 - t)]cosh(ms)
msinh m

,0 ≤ s ≤ t ≤1,

cos[m(1 - s)]cosh(mt)
msinh m

,0 ≤ t ≤ s ≤1。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

易证 Ly=L2(L1y),且 Ly=0 的格林函数是

G(x,s) ∶= ∫1
0
G2(x,t)G1( t,s)dt,

(x,s) ∈ [0,1] × [0,1] (7)
当 0≤x≤s≤1 时,

G(x,s) = ∫x
0

cosh[m(1 - x)]cosh(mt)
msinh m

cosh[ r(1 - s)]cosh( rt)
rsinh r

dt +

∫s
x

cosh[m(1 - t)]cosh(mx)
msinh m

cosh[ r(1 - s)]cosh( rt)
rsinh r

dt +

∫1
s

cosh[m(1 - t)]cosh(mx)
msinh m

cosh[ r(1 - t)]cosh( rs)
rsinh r

dt =

cosh[m(1 - x)]cosh[ r(1 - s)]
mrsinh msinh r ∫x

0
cosh(mt)cosh( rt)dt +

cosh(mx)cosh[ r(1 - s)]
mrsinh msinh r ∫s

x
cosh[m(1 - t)]cosh( rt)dt +

cosh(mx)cosh( rs)
mrsinh msinh r ∫1

s
cosh[m(1 - t)]cosh[ r(1 - t)]dt =

cosh[m(1 - x)]cosh[ r(1 - s)]
mrsinh msinh r

msinh(mx)cosh( rx) - rcosh(mx)sinh( rx)
m2 - r2

é

ë
êê

ù

û
úú +

cosh(mx)cosh[ r(1 - s)]
mrsinh msinh r

- msinh[m(1 - s)]sinh( rs) - rcosh[m(1 - s)]sinh( rs)
m2 - r2

é

ë
êê -

- msinh[m(1 - x)]cosh( rx) - rcosh[m(1 - x)]sinh( rx)
m2 - r2

ù

û
úú +

cosh(mx)cosh( rs)
mrsinh msinh r

msinh[m(1 - s)]cosh[ r(1 - s)] - rcosh[m(1 - s)]sinh[ r(1 - s)]
m2 - r2

é

ë
êê

ù

û
úú =

cosh[r(1 - s)]
mrsinh msinh r

msinh(mx)cosh(rx)cosh[m(1 - x)] - rcosh(mx)sinh(rx)cosh[m(1 - x)]
m2 - r2

é

ë
êê +
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msinh[m(1 - x)]cosh( rx)cosh(mx) + rcosh[m(1 - x)]sinh( rx)cosh(mx)
m2 - r2

ù

û
úú +

cosh(mx)
mrsinh msinh r

msinh[m(1 - s)]cosh( rs)cosh[ r(1 - s)]
r2 - m2

é

ë
êê +

rcosh[m(1 - s)]sinh( rs)cosh[ r(1 - s)]
r2 - m2

-

msinh[m(1 - s)]cosh[ r(1 - s)]cosh( rs) - rcosh[m(1 - s)]sinh[ r(1 - s)]cosh( rs)
r2 - m2

ù

û
úú =

cosh[ r(1 - s)]
mrsinh msinh r

- mcosh( rx)sinh m
r2 - m2

é

ë
êê

ù

û
úú + cosh(mx)

mrsinh msinh r
rcosh[m(1 - s)]sinh r

r2 - m2
é

ë
êê

ù

û
úú =

1
r2 - m2

- msinh mcosh( rx)cosh[ r(1 - s)]
mrsinh msinh r

+ rsinh rcosh[m(1 - s)]cosh(mx)
mrsinh msinh r

é

ë
êê

ù

û
úú =

1
r2 - m2

cosh(mx)cosh[m(1 - s)]
msinh m

- cosh( rx)cosh[ r(1 - s)]
rsinh r

é

ë
êê

ù

û
úú 。

作对称变换,即当 0≤s≤x≤1 时,令 s=1-x,x=1-s 代入上式,从而问题(4)的格林函数的具体表达式

G(x,s) =

1
r2 - m2

cosh[m(1 - s)]cosh(mx)
msinh m

- cosh[ r(1 - s)]cosh( rx)
rsinh r

é

ë
êê

ù

û
úú ,0 ≤ x ≤ s ≤1,

1
r2 - m2

cosh[m(1 - x)]cosh(ms)
msinh m

- cosh[ r(1 - x)]cosh( rs)
rsinh r

é

ë
êê

ù

û
úú ,0 ≤ s ≤ x ≤1。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(8)

　 　 引理 1　 若 r,m∈(0,+∞ )且满足 r>m,则问

题(4)的格林函数式(8)满足

G(x,s) > 0,(x,s) ∈ [0,1] × [0,1]。
　 　 证明　 由事实

G i(x,s) > 0,i = 1,2,( t,s) ∈ [0,1] × [0,1]
结合式(7)可知 G(x,s) >0,(x,s)∈[0,1] ×[0,
1]。

定义算子

(Ay)(x) = ∫1
0
G(x,s) f( s,y( s))ds,x ∈ [0,1]

(9)

(T0y)(x) = ∫1
0
G(x,s)m0( s)y( s)ds,x ∈ [0,1]

(10)

(T∞ y)(x) = ∫1
0
G(x,s)m∞( s)y( s)ds,x ∈ [0,1]

(11)
则不难验证算子 A 的非零不动点是问题(4)的正

解,其中 G( t,s)是问题(4)相应的格林函数。
令

m = min
t,s∈[0,1]

G( t,s),M = max
t,s∈[0,1]

G( t,s) (12)

则 m>0,M>0。 此外,定义如下的锥

K = y ∈ P y(x) ≥ m
M

y{ } ,

易证 K 是 P 的子锥。

引理 2　 假定条件(H1)成立,则 A(K)⊂K,
T0(K)⊂K,T∞ (K)⊂K 且 A,T0,T∞ :K→K 是全

连续。
证明　 由条件(12)中 m 与 M 的定义得

Ay(x) = ∫1
0
G(x,s) f( s,y( s))ds ≥

m∫1
0
f( s,y( s))ds,x ∈ [0,1],

Ay(x) = ∫1
0
G( t,s) f( s,y( s))ds ≤

M∫1
0
f( s,y( s))ds,x ∈ [0,1]

由此可知

Ay(x) ≥ m
M

max
x∈[0,1]

Ay(x) = m
M

Ay

故 A(K)⊂K。 同理可证 T0(K)⊂K,T∞ (K)⊂K,
运用 Arzera-Ascoli 定理可证 A,T0,T∞ 是全连续

算子。
引理 3　 假设条件(H2)成立,则由式(10)定

义的算子 T0 的谱半径 r(T0)≠0,且 T0 的第一个

特征值 λ1(m0)= ( r(T0))
-1>0,且相应于 λ1(m0)

的特征函数 φ1(·)>0。
证明　 显然,存在 x1∈(0,1),使得 G(x1,x1)>

0。 因此,存在[a1,b1]⊂(0,1),使得 x1∈(a1,b1)
且对任意的 x,s∈[a1,b1]有 G(x,s) >0。 令 ψ∈
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C[0,1]使得 ψ(x)≥0,且对任意的 x∈[0,1],有
ψ(x1) =0,x∉[a1,b1]和 ψ(x)>0,x∈[a1,b1],则

(T0ψ)(x) = ∫1
0
G(x,s)m0( s) f( s,ψ( s))ds ≥

∫b1
a1
G(x,s)m0( s) f( s,ψ( s))ds > 0

进而存在一个常数 c>0,使得对任意的 x∈[0,1]
都有 c(T0ψ)(x)≥ψ(x)成立。 由文献[8-11] 知,谱
半径 r(T0) >0,T0 有一个正的特征值 λ1(m0 ) =
( r(T0))

-1 且相应于 λ1(m0)的特征函数 φ1(·)>0。
类似可得

引理 4　 假设条件(H3)成立,则由(11)定义

的算子 T∞ 的谱半径 r(T∞ )≠0,且 T∞ 的第一个特

征值 λ1(m∞ )= ( r(T∞ )) -1 >0,且相应于 λ1(m∞ )
的特征函数 φ1(·)>0。

最后,给出本文的研究工具:
引理 5[11] 　 设 E 是 Banach 空间,P⊂E 是锥,

Ω(P)是 P 中的有界开集。 令 A:Ω(P)→P 是一

个全连续算子,存在 y0∈P \{θ},使得

y - Ay ≠ μy0,∀y ∈ ∂Ω(P),μ ≥0
则不动点指数 i(A,Ω(P),P)= 0。

引理 6[11] 　 设 E 是 Banach 空间,P⊂E 是锥,
Ω( P) 是 P 中的有界开集且 θ ∈ Ω ( P)。 令

A:Ω(P)→P 是一个全连续算子,若
Ay ≠ μy,∀y ∈ ∂Ω(P),μ ≥1,

则不动点指数 i(A,Ω(P),P)= 1。

2　 主要结果的证明

定理 1 的证明只需证明满足条件 (H4) 和

(H5)两种情形下由式(9)定义的算子 A 存在非

零不动点。
情形(i)　 条件(H4)成立。 由 λ1(m0) <1 和

条件(H2)知,存在 ε>0,r1>0 使得

f(x,y) ≥ (1 + ε)m0(x)y,∀0 ≤ y ≤ r1
(13)

　 　 令 y∗ = φ1 是算子 T0 相应于特征值 λ1(m0)
正的特征函数,则 y∗ =λ1(m0)T0y∗ . 从而对任意

的 y∈∂Br1∩K,由式(13)可得

(Ay)(x) ≥ (1 + ε)∫1
0
G(x,s)m0( s)y( s)ds =

(1 + ε)(T0y)(x),x ∈ [0,1] (14)
　 　 不妨假设 A 在∂Br1∩K 上没有不动点(否则,
结论显然成立)。 下面证明

y - Ay ≠ τy∗,∀y ∈ ∂Br1 ∩ K,τ ≥0 (15)

反设存在 y1∈∂Br1∩K 且 τ≥0,使得

y1 - Ay1 = τ1y∗。
因此 τ1≥0 且 y1 =Ay1+τ1y∗≥τ1y∗。 令

τ∗ = sup{τ | y1 ≥ τy∗} (16)
　 　 显然,τ∗≥τ1>0 且 y1≥τ∗y∗。 由 T0(K)⊂K
可得 λ1(m0)T0y1≥τ∗λ1(m0)T0y∗ = τ∗y∗。 故由

式(14)知
y1 = Ay1 + τ1y∗ ≥ (1 + ε)T0y1 + τ1y∗ =

1 + ε
λ1(m0)

λ1(m0)T0y1 + τ1y∗ ≥

1 + ε
λ1(m0)

τ∗y∗ + τ1y∗ =

1 + ε
λ1(m0)

τ∗ + τ1
é

ë
êê

ù

û
úú y

∗,

结合 λ1(m0)<1 知,这与 τ∗的定义相矛盾。 因此

式(15)成立且由引理 5 可得

i(A,Br1 ∩ K,K) = 0 (17)
　 　 由 λ1(m∞ )>1,则存在 0<σ<1 和 r2>r1,使得

f(x,y) ≤ (1 - σ)m∞(x)y,∀y ≥ r2 (18)
　 　 令 T1y=(1-σ)T∞ y,y∈C[0,1],则 T1:C[0,
1]→C[0,1]为有界线性算子且 T1(K)⊂K。 定义

M∗ = M sup
y∈∂Br2

∩K∫
1

0
f( s,y( s))ds (19)

显然 M∗<+∞ 。 令

W = {y ∈ K | y = μAy,0 ≤ μ ≤1}
下证 W 是有界的。 对任意的 y∈W,令 y( x) =
min{y(x),r2}且定义 E(x)= { x∈[0,1] | y( x) >
r2},则

y(x) = μ(Ay)(x) ≤ ∫1
0
G(x,s) f( s,y( s))ds =

∫
E(x)

G(x,s) f( s,y( s))ds +

∫
[0,1] \E(x)

G(x,s) f( s,y( s))ds ≤

(1 - σ)∫1
0
G(x,s)m∞ y( s)ds +

M∫
[0,1] \E(x)

f( s,y( s))ds ≤

(1 - σ)(T∞ y)(x) + M∗ =

(T1y)(x) + M∗,x ∈ [0,1] (20)
从而

(( I - T1)y)(x) ≤ M∗,x ∈ [0,1]
因为 λ1(m∞ ) >1 是 T∞ 的主特征值且 0<σ<1,T1

的主特征值( r(T1))
-1 = λ1(m∞ )

1-σ
>1,所以逆算子
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( I-T1)
-1 存在且

( I - T1)
-1 = I + T1 + T1

2 + … + T1
n + …

　 　 由 T1(K)⊂K 可知( I-T1)
-1(K)⊂K。 因此,

y(x)≤( I-T1)
-1M∗,x∈[0,1]且 W 是有界的。

选取 r3>max{ r2,supW}。 由不动点指数的同

伦不变性可得

i(A,Br3 ∩ K,K) = i(θ,Br3 ∩ K,K) = 1 (21)
结合式(17)和式(21),可得

i(A,(Br3 ∩ K) \(Br1 ∩ K),K) =

i(A,Br3 ∩ K,K) - i(A,Br1 ∩ K,K) = 1
故 A 在(Br3∩K) \ (Br1∩K)上至少存在一个不动

点,即问题(4)至少存在一个正解。
情形(ii) 　 条件(H5)成立。 由 λ1(m∞ ) <1

和条件(H3)知,存在 ε>0 与m
M
R≥R1>0,使得

f(x,y) ≥ (1 + ε)m∞(x)y,∀y ≥ R1 (22)
　 　 记 ψ1 为算子 T∞ 的相应于特征值 λ1(m∞ )的
正特征函数,即 ψ1 =λ1(m∞ )T∞ ψ1。 对任意的 y∈
∂BR∩K,得

(Ay)(x) = ∫1
0
G(x,s) f( s,y( s))ds ≥

(1 + ε)∫1
0
G(x,s)m∞( s)y( s)ds =

(1 + ε)(T∞ y)(x),x ∈ [0,1]。
　 　 不妨设 A 在∂BR∩K 上无不动点。 否则,定理

得证。 下证

y - Ay ≠ μψ1,∀y ∈ ∂BR ∩ K,μ ≥0。
　 　 反设存在 y2∈∂BR∩K,μ2≥0,使得 y2 -Ay2 =
μ2ψ1,则

y2 = Ay2 + μ2ψ1 ≥ μ2ψ1, μ2 > 0。
　 　 令 μ∗ =sup{μ | y2≥μψ1},显然,μ∗≥μ2 >0 且

y2≥μ∗ψ1。 由 T∞(K)⊂K 知,
λ1(m∞ )T∞ y2 ≥ μ∗λ1(m∞ )T∞ ψ1 = μ∗ψ1。

因此

y2 = Ay2 + μ2ψ1 ≥ Ay2 ≥
1 + ε

λ1(m∞ )
λ1(m∞ )T∞ y2 ≥ 1 + ε

λ1(m∞ )
μ∗ψ1。

　 　 这与 μ∗的定义矛盾,从而引理 5 的条件均成

立。 因此

i(A,BR ∩ K,K) = 0。 (23)
　 　 由 λ1(m0)>1 知,存在 0<r<1,0<ε<1,使得

f(x,y) ≤ (1 - ε)m0(x)y,∀0 ≤ y < r。
(24)

　 　 定义 T2y = (1-ε)T0y,y∈C[0,1]。 因此,不

难验证 T2:K→K 是一个线性有界全连续算子且

r(T2)<1。
对任意的 y∈∂Br∩K,由式(24)可得

(Ay)(x) = ∫1
0
G(x,s) f( s,y( s))ds ≤

(1 - ε)∫1
0
G(x,s)m0( s)y( s)ds =

(T2y)(x),x ∈ [0,1]。
因此对任意的∂Br∩K,有 Ay≤T2y。 不失一般性,
假设 A 在∂Br∩K 上没有不动点(否则结论成立)。

下面证明

Ay ≠ μy,∀y ∈ ∂Br ∩ K, μ ≥1 (25)
反设存在 y3 ∈Br∩K 和 μ3 ≥1,使得 Ay3 = μ3y3。
由题设 μ3>1 且 μ3y3 =Ay3≤T2y3。 由归纳法可得

μn
3y3 ≤ Tn

2y3(n = 1,2,…)。
从而

μn
3y3 ≤ Tn

2y3 ≤ Tn
2 y3 ,

且在 [ 0, 1 ] 上 取 最 大 值, 有 μn
3 ≤ Tn

2 。 由

Gelfand’s 公式知

r(T2) = lim
n→∞

n
Tn

2 ≥ lim
n→∞

n
μn

3 = μ3 > 1,

这与 r(T2)=
1-ε

λ1(m0)
<1 得出矛盾。 因此式(25)

成立且由引理 6 知

i(A,Br ∩ K,K) = 1。 (26)
结合式(23)和式(26)可得

i(A,(BR ∩ K) \(Br ∩ K),K) = i(A,BR ∩ K,K) -
i(A,Br ∩ K,K) = - 1。
因此,算子 A 在(BR∩K) \ (Br∩K)上至少存在一

个不动点。 即问题(4)至少存在一个正解。
推论 1 的证明　 与定理 1 的证明类似,此处

不再赘述。
推论 2 的证明　 由条件(i),(ii)可知

λ1(m0)
λ

> 1 >
λ1(m∞ )

λ
,
λ1(m0)

λ
< 1 <

λ1(m∞ )
λ

成立,易见 μ1(m0)=
λ1(m0)

λ
是线性特征值问题

y(4)(x) + (k1 + k2)y″(x) + k1k2y(x) =
μλm0(x)y(x),x ∈ [0,1],
y′(0) = y′(1) = y‴(0) = y‴(1) = 0

ì

î

í

ï
ï

ïï

的主特征值,其中 μ 为参数,μ1(m∞ )=
λ1(m∞ )

λ
的

定义是类似的。 故结合定理 1 可得推论 2 成立。
注记 1　 注意到定理 1 和推论 2 所给的条件

是保证问题(4)正解存在的最优条件。 令 k1+k2 =
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-5,k1k2 =4,f(x,s)= s+h( s),其中

h( s) =

2s
s2 + 1

,s ∈ ( - ∞, - 1) ∪ (1, + ∞),

2s3

s2 + 1
,s ∈ [ - 1,1]。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

考虑如下的四阶 Neumann 边值问题

y(4)(x) - 5y″(x) + 4y(x) =
λf(x,y(x)),x ∈ [0,1],
y′(0) = y′(1) = y‴(0) = y‴(1) = 0 (27)

ì

î

í

ïï

ïï

显然 m0 = m∞ = 1。 易见 λ1 (m0 ) = λ1 (m∞ ) =
λ1(1)。 由推论 2 知问题(27)没有正解,事实上,
假设当 λ=λ1(1)时,问题(27)存在正解 y(x),其
中 λ1(1)是问题(5)的主特征值,这里 g(x)≡1。
令 φ1(x)>0 是相应于特征值 λ1(1)的特征函数,
在问题(27)方程两端乘以 φ1(x)且在 0 到 1 积分

得到

λ1(1)∫1
0
φ1( s)y( s)ds = λ1(1)∫1

0
φ1( s)y( s)ds +

λ1(1)∫1
0
φ1( s)h(y( s))ds。

由此可以得到 λ1(1)∫1
0
φ1( s)h(y( s))ds = 0, 但容

易验证

λ1(1)∫1
0
φ1( s)h(y( s))ds > 0

得到矛盾!
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