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三个圈图的两类冠图的 ABC 指数

刘海琴

(山西农业大学 文理学院,山西 太谷 030801)

摘　 要: 图 G 和 H 两者的点冠图,记作 G 􀳱 H,定义为使图 G 的每一顶点分别与图 H
的一个拷贝的所有顶点相连。 类似地,三个图的冠图记作 G1 􀳱 G2 􀳱 G3,定义为(G1 􀳱
G2) 􀳱 G3,三个图 G1,G2,G3 的剖分点 —边冠图记为 GS

1 􀳱 (GV
2 􀳱 GE

3 )。 图的 ABC 指数

定义为:ABC(G) = ∑
uv∈E(G)

d(u) + d( v) - 2
d(u)d( v)

,其中 E(G) 表示图 G的边集,d(u),

d( v) 分别表示对应边的两顶点 u,v 的度。 主要研究了三个圈图的这两类冠图的

ABC 指数。
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The Atom-Bond Connectivity Index of Two Kinds of
Corona Graphs of Three Cycle Graphs

LIU Haiqin
(College of Arts and Sciences,Shanxi Agricultural University,Taigu,Shanxi 030801,China)

Abstract:The corona graph of G and H,recorded as G 􀳱H,defined as joining every vertex
of G to each vertex of one copy of H. Analogously,the corona graph of three graphs denoted
as G1 􀳱G2 􀳱G3,defined as (G1 􀳱 G2 ) 􀳱 G3 . The subdivision vertex-edge corona graph of G1

with G2 and G3,denoted by GS
1 􀳱 (GV

2 􀳱 GE
3 ) . A novel atom-bond connectivity index for a

(molecular) graph is defined as ∑
uv∈E(G)

d(u) + d(v) - 2
d(u)d(v)

, where E(G) is the edge set

of G,d(u),d( v) are the vertex degree of u,v,respectively. In this paper,the atom-bond
connectivity index of two kinds of corona graphs of three cycle graphs have been calculated.
key words:corona graph;the subdivision vertex-edge corona graph;ABC index
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0　 引　 言

分子拓扑指数理论是在图的不变量基础之上

建立起来的,它旨在用这个拓扑不变量,在分子的

物理化学性质及生物分子的活性之间建立起某种

对应关系。 这种拓扑指数在一定程度上反映了分

子的本性,它的以键合原子和键联方式为主,认为

这两个方面决定了分子的结构和功能。 由于拓扑

指数这一概念可以反映分子主要的结构信息,同
时,也由于对应的拓扑指数法在数学处理上相比

于量子化学更为简单。 因此,在化学、生物、药物

学、医学、物理学甚至社会科学中都具有巨大的应

用价值。
1998 年由 Estrad 等人提出一种新的拓扑指

数—原 子 键 连 通 性 指 数 ( the atom-bond
connectivity index,简称 ABC 指数),它是一种基于

顶点度的拓扑指数。 对于图 G,它的 ABC 指数[1]

定义为: ABC(G) = ∑
uv∈E(G)

d(u) + d(v) - 2
d(u)d(v)

,其

中 E(G) 表示图 G 的边集,d(u),d(v) 分别表示

对应边的两顶点 u,v 的度。
自 ABC 指数提出以来,对化学分子结构图、

树图、单圈图以及双圈图的 ABC 指数的研究和刻

画已有许多结论,也提出了许多新的概念和方

法[1-3]。 其中对树图的 ABC 指数的刻画,目前为

止仍然有未解决的问题,寻找具有最小值的树仍

然是一个开放性的问题。 本文考虑了在对三个圈

图合成运算(冠图)的背景下,对应图的 ABC 指数

的变化。 其中冠图的定义于 1970 年由 Frucht 和
Harary 首次提出。

1　 主要结论

定义 1　 设 G1 和 G2 为顶点数为 n1,n2,边数

为 m1,m2 的简单图,冠图 G1 􀳱G2 是由图 G1 和 G2

合成的图,其中使图 G1 的每个顶点分别与图 G2

的一个拷贝的所有顶点相连[4]。
类似地,三个图的冠图记作 G1 􀳱G2 􀳱G3,定义

为(G1 􀳱G2) 􀳱G3。
若 G1 =C4,G2 =P2,G3 =C3,则 G1 􀳱G2 􀳱G3 如图

1 所示。
将三个圈图记为 C1,C2,C3,对应顶点数分别

为 n1,n2,n3,则对应的边数也是 n1,n2,n3。 将冠

图 C1 􀳱C2 􀳱C3 中的所有边按照如下几种情况分类:
(1)图 C1 的边集记为 E1,n1 个图 C2 的拷贝

的边集 E2,n1 (1 +n2 ) 个图 C3 的拷贝的边集记

为 E3。

ABC(E1) = n1
2(2 + n2 + n3) - 2

(2 + n2 + n3) 2
=

n1 2(1 + n2 + n3)
2 + n2 + n3

ABC(E2) = n1n2
2(3 + n3) - 2

(3 + n3) 2
=

n1n2 2(2 + n3)
3 + n3

ABC(E3) = n1(1 + n2)n3
3 + 3 - 2

9
=

2n1(1 + n2)n3

3

图 1　 G1 􀳱G2 􀳱G3,其中 G1 =C4,G2 =P2,G3 =C3

Fig. 1　 G1 􀳱G2 􀳱G3,and G1 =C4,G2 =P2,G3 =C3

　 　 (2)边集 E4,其中所含边的两顶点一个为图

C1 的顶点 v1i( i = 1,2,…,n1),另一个顶点为与顶

点 v1i 相连接的第 i 个图 C2 的拷贝的顶点 v2j( j =
1,2,…,n2)。

ABC(E4) = n1n2
(3 + n3) +(2 + n2 + n3) - 2

(3 + n3)(2 + n2 + n3)
=

n1n2
3 + n2 + 2n3

(3 + n3)(2 + n2 + n3)
　 　 (3)边集 E5,其中所含边的两顶点一个为第 i
个图 C2 拷贝 C2i 的顶点 v2j( j = 1,2,…,n2),另一

个顶点为与 C2i 的一个顶点相连的图 C3 的拷贝

的顶点 v3k(k=1,2,…,n3)。

ABC(E5) = n1n2n3
(3 + n3) + 3 - 2

3(3 + n3)
=

56
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n1n2n3
4 + n3

3(3 + n3)
　 　 (4)边集 E6,其中所含边的顶点一个为图 C1

的顶点 v1i( i= 1,2,…,n1),另一个顶点为与图 C1

相连的图 C3 拷贝的顶点 v3k(k=1,2,…,n3)。

ABC(E6) = n1n3
3 + (2 + n2 + n3) - 2

3(2 + n2 + n3)
=

n1n3
3 + n2 + n3

3(2 + n2 + n3)
　 　 定理 1　 设有三个圈图记为 C1,C2,C3,对应

顶点数分别为 n1,n2,n3,则对应的边数也是 n1,
n2,n3。 其冠图 C1 􀳱C2 􀳱C3 的 ABC 指数为:
　 　 ABC(C1 􀳱 C2 􀳱 C3) =

n1 2(1 + n2 + n3)
2 + n2 + n3

+ n1n2 2(2 + n3)
3 + n3

+

2n1(1 + n2)n3

3
+ n1n2

3 + n2 + 2n3

(3 + n3)(2 + n2 + n3)
+

n1n2n3
4 + n3

3(3 + n3)
+ n1n3

3 + n2 + n3

3(2 + n2 + n3)
　 　 三个图 G1,G2,G3 的剖分点—边冠图记为

GS
1 􀳱(GV

2 􀳱GE
3 ) [5]。 其中,GS

1 为 G1 的细分图[6],即
将原来 G1 的每条边换成 2 长的路后得到的图。
这样得到的细分图的顶点可分为两类,一类为原

来 G1 的顶点,另一类为对应每条边上新插入的顶

点。 将图 G1 的每一个旧的顶点与 G2 的一个拷贝

的所有顶点相连,将图 G1 的每一个新插入的顶点

与 G3 的一个拷贝的所有顶点相连,即为 GS
1 􀳱 (GV

2 􀳱
GE

3 )。 若 G1 =C4,G2 =P2,G3 =C3,则 GS
1 􀳱 (GV

2 􀳱GE
3 )

如图 2 所示。

图 2　 GS
1 􀳱(GV

2 􀳱GE
3 ),其中 G1 =C4,G2 =P2,G3 =C3

Fig. 2　 GS
1 􀳱(GV

2 􀳱GE
3 ),and G1 =C4,G2 =P2,G3 =C3

考虑三个圈图的剖分点—边冠图的 ABC 指

数,将三个单圈图记为 C1,C2,C3,对应顶点数分

别为 n1,n2,n3,则对应的边数也是 n1,n2,n3。 同

理,将图中的边集按照如下三种类型分类:
(1)图 CS

1 的边集 E1,所有图 C2 的拷贝的边

集 E2,所有图 C3 的拷贝的边集 E3。

ABC(E1) = 2n1
(2 + n2) + (2 + n3) - 2

(2 + n2)(2 + n3)
=

2n1
2 + n2 + n3

(2 + n2)(2 + n3)

ABC(E2) = n1n2
3 + 3 - 2

9
= 2n1n2

3

ABC(E3) = n1n3
3 + 3 - 2

9
= 2n1n3

3
　 　 (2)边集 E4,其中所含边的顶点一个为图 C1

的旧顶点 v1i( i = 1,2,…,n1),另一个顶点为与顶

点 v1i 相连接的第 i 个图 C2 的拷贝的顶点 v2j( j =
1,2,…,n2)。

ABC(E4) = n1n2
3 + (2 + n2) - 2

3(2 + n2)
=

n1n2
3 + n2

3(2 + n2)
　 　 (3)边集 E5,其中所含边的顶点一个为图 C1

的新顶点 v′1i( i = 1,2,…,n1),另一个顶点为与顶

点 v′1i 相连接的第 i 个图 C3 的拷贝的顶点 v3j( j =
1,2,…,n2)。

ABC(E5) = n1n3
3 + (2 + n3) - 2

3(2 + n3)
=

n1n3
3 + n3

3(2 + n3)
　 　 定理 2　 设有三个圈图记为 C1,C2,C3,对应

顶点数分别为 n1,n2,n3,则对应的边数也是 n1,
n2,n3。 其冠图 GS

1 􀳱(GV
2 􀳱GE

3 )的 ABC 指数为:
　 　 ABC(GS

1 􀳱 (GV
2 􀳱 GE

3 ) =

2n1
2 + n2 + n3

(2 + n2)(2 + n3)
+ 2n1n2

3
+ 2n1n3

3
+

n1n2
3 + n2

3(2 + n2)
+ n1n3

3 + n3

3(2 + n3)
　 　 对比以上两种不同的合成方式,可见不同的

合成运算对图的 ABC 指数影响较大。 而且第一

种合成方式所得 ABC 指数要远大于第二种合成

方式所得 ABC 指数。 这个性质在 ABC 指数的应

用中有广泛的应用背景。
分子结构决定了分子的活性,拓扑指数法表

66
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达的定量关系,显示了分子的大小、分子的官能团

种类、官能团的位置等因素对活性的影响,这为合

成药物、抑制有害的化学组分有着直接的指导

作用。
一种好的拓扑指数[7-8] 应该是能全方位多角

度的反映分子结构的特性,为实际中的实验操作

提供有力的理论支撑。 例如,在高分子合成领域,
拓扑指数作为分子的代码进入数据库[9]。 分子

可以是真实的分子,也可以是想象中的分子。 这

样,为合成化学提供了分子的微观基础,用计算机

模拟代替部分尝试性的实际操作,节省了大量的

物力和人力,缩短了合成周期。 通过对各种不同

图类的拓扑指数进行对比,寻找最优的拓扑指数

值,能为合成化学等领域提供理论指导。
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