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一类和号内含有未知函数差分的和差分不等式中
未知函数的估计

范乐乐

(河池学院 数学与统计学院,广西 宜州 546300)

摘　 要:研究了一类 Gronwall-Bellman 型非线性和差分不等式,和号内不仅含有未知

函数而且含有未知函数的差分,和项外具有非常数项因子。 利用变量替换技巧和放

大技巧等分析手段,给出了和差分不等式中未知函数的显式估计,最后结合实例说明

所得的结果可以用来研究一类和差分方程解的定性性质。
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Estimation of Unknown Function of a Class of Sum-Difference
Inequalities with Difference of Unknown Function

FAN Lele
(School of Mathematics and Statistics,Hechi University,Yizhou,Guangxi 546300,China)

Abstract:This paper studies a class of nonlinear sum-difference inequalities,which include
an unknown function and its difference in summation term and a nonconstant factor outside
summation term. The upper bound of the unknown function in the sum-difference inequality
is estimated explicitly using various analytical means including the change and
amplification of variables. Finally,an example is given to illustrate that the results can be
used to study the qualitative properties of solutions of sum-difference equations.
key words:nonlinear sum-difference inequalities;skills of the replacement and amplification
of variables;explicit estimation;sum-difference equations
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0　 引　 言

Gronwall 和 Bellman[1-2]为了研究微分方程的

解对参数的依赖性,考虑了下面的积分不等式

u( t) ≤ c + ∫t
a
f( s)u( s)ds,t ∈ [a,b] (1)

其中 c>0 是常数,并给出了未知函数的估计

u( t) ≤ c × exp ∫t
a
f( s)ds( ) ,t ∈ [a,b] (2)

　 　 由于人们发现 Gronwall-Bellman 型积分不等

式及其推广形式是研究微分方程、积分方程和微

分———积分方程解的存在性、有界性、唯一性等定

性性质的重要工具,数学工作者致力于研究它的

各种推广形式,使得它的应用范围不断扩大。 而

随着积分不等式理论及差分方程理论的发展,许
多学者开始关注 Gronwall-Bellman 型积分不等式

的离散形式,即差分不等式。
Pachpatte 在他的专著[3] 中研究了下面的和

号内含有未知函数及其差分的线性和差分不等式

Δu( t) ≤ a( t) + b( t)∑
t -1

s = 0
c( s)(u( s) +

Δu( s)),t ∈ N (3)
和

Δu( t) ≤ a( t) + b( t)(u( t) + ∑
t -1

s = 0
c( s)(u( s) +

Δu( s))),t ∈ N (4)
　 　 E. Akin-bohner 等[4] 研究了时标上的线性积

分不等式

uΔ( t) ≤ a( t) + b( t)∫t
t0
c( s)(u( s) + uΔ( s))ds,

(5)
和

uΔ( t) ≤ a( t) + b( t)(u( t) +

∫t
t0
c( s)(u( s) + uΔ( s))ds)。 (6)

　 　 A. K. Zareen[5] 更进一步研究了积分号内含

有未知函数及其导函数的非线性积分不等式

u·( t) ≤ c + ∫t
0
k( s)u·( s)(u·p( s) +

u2( s))ds,t ∈ R + (7)
　 　 本文中,将研究一类和号内含有未知函数及

其差分且和号外具有非常数因子的非线性差分不

等式

Δu( t) ≤ a( t) + b( t)∑
t -1

s = 0
c( s)Δu( s)·

(Δu( s) + u2( s)),t ∈ N (8)

给出未知函数 u( t)的估计式。

1　 主要结果

定理 1　 设 a( t)、b( t)是定义在自然数集合

N 上的非负增函数,c( t)是定义在自然数集合 N
上的非负函数,u( t)是定义在自然数集合 N 上的

正的增函数,且它们之间满足不等式(8)。 如果

e -(ln (a( t) +u(0)2+u(0)) +t) - ∑
t -1

s = 0
b( t)c( s) - t > 0,

t ∈ N (9)
则有未知函数的估计式

u( t) ≤ u(0) + ∑
t -1

k = 0
a( t)exp {∑

k-1

j = 0
b( t)c( j)·

(e -(ln (a( t) +u(0)2+u(0)) +t) - ∑
j -1

s = 0
b( t)c( s) -

j) -1 } ,t ∈ N (10)

证明　 对于任意一个自然数 n,由式(8)可以

看出

Δu( t) ≤ a(n) + b(n)∑
t -1

s = 0
c( s)Δu( s)(Δu( s) +

u2( s)),t ∈ [0,n] (11)
把式(11)的右端定义为函数 m( t),即

m( t) = a(n) + b(n)∑
t -1

s = 0
c( s)Δu( s)·

(Δu( s) + u2( s)),t ∈ [0,n] (12)
由定理 1 的条件可知,m ( t) 为非负的增函数,
m(0)= a(n),且满足

Δu( t) ≤ m( t),t ∈ [0,n] (13)
先将式(13)中的变量 t 改写为 s,然后两边关于 s
从 0 到 t-1 求和,得到

u( t) ≤ u(0) + ∑
t -1

s = 0
m( s)。 (14)

　 　 求函数 m( t)的差分,得到

Δm( t) = b(n)c( t)Δu( t)(Δu( t) + u2( t)) ≤
b(n)c( t)m( t)(m( t) + (u(0) +

　 ∑
t -1

s = 0
m( s)) 2),t ∈ [0,n] (15)

令

n( t) = m( t) + (u(0) + ∑
t -1

s = 0
m( s))

2
, (16)

可见,n( t)为非负的增函数,
n(0) = m(0) + u(0) 2,

且满足

m( t) ≤ n( t),t ∈ [0,n] (17)
将式(16)代入式(15),得到
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Δm( t) ≤ b(n)c( t)m( t)n( t),t ∈ [0,n]
(18)

求函数 n( t)的差分,有

Δn( t) = Δm( t) + 2m( t)(u(0) + ∑
t -1

s = 0
m( s)) +

m2( t),t ∈ [0,n] (19)
将式(17)和式(18)代入式(19)中,得到

Δn( t) ≤ b(n)c( t)n( t)n( t) + 2n( t)(u(0) +

∑
t -1

s = 0
n( s)) + n2( t) = (b(n)c( t) -

1)n2( t) + 2n( t)(n( t) + u(0) +

∑
t -1

s = 0
n( s)) (20)

定义函数 z( t) = n( t) + u(0) + ∑
t -1

s = 0
n( s), 则有

z(0) = n(0) + u(0),和 n( t) ≤ z( t), (21)
将式(21)代入式(20),得到

Δn( t) ≤ (b(n)c( t) - 1)n2( t) + 2n( t) z( t) ≤
(b(n)c( t) + 1) z2( t),t ∈ [0,n] (22)

求函数 z( t)的差分,有
Δz( t) = Δn( t) + n( t) ≤ (b(n)c( t) +

1) z2( t) + z( t),t ∈ [0,n] (23)
式(23)两端同时除以 z( t),有
Δz( t)
z( t)

≤ (b(n)c( t) + 1) z( t) + 1,t ∈ [0,n]

(24)
另外,由积分中值定理,存在 ε∈[ z( t),z( t+1)],
使得

ln z( t + 1) - ln z( t) = ∫z( t +1)
z( t)

1
s
ds = 　 　

Δz( t)
ε

≤ Δz( t)
z( t)

, (25)

所以,
ln z( t + 1) - ln z( t) ≤ (b(n)c( t) +

1) z( t) + 1。 (26)
不等式(26)的两端分别将 t 改写为 s,然后关于 s
从 0 到 t-1 求和,得到

∑
t -1

s = 0
ln z( s + 1) - ∑

t -1

s = 0
ln z( s) ≤ ∑

t -1

s = 0
(b(n)c( s) +

1) z( s) + ∑
t -1

s = 0
1,

即

ln z( t) ≤ ln z(0) + ∑
t -1

s = 0
(b(n)c( s) + 1) z( s) + t

≤ ln z(0) + ∑
t -1

s = 0
(b(n)c( s) +

1) z( s) + n,t ∈ [0,n] (27)

　 　 定义函数 w( t) = ln z(0) + ∑
t -1

s = 0
(b(n)c( s) +

1) z( s) + n, 则有

w(0) = ln z(0) + n,和 z( t) ≤ ew( t)。 (28)
求函数 w( t)的差分,有

Δw( t) = (b(n)c( t) + 1) z( t) ≤
(b(n)c( t) + 1)ew( t),
t ∈ [0,n] (29)

在式(29)的两端分别乘以-e-w( t),得到
- e -w( t)Δw( t) ≥- e -w( t)(b(n)c( t) + 1)ew( t) =

- (b(n)c( t) + 1)。 (30)
利用积分中值定理,存在 ε∈(w( t),w( t+1)),
使得

e -w( t +1) - e -w( t) = ∫w( t +1)
w( t)

- e -sds = - e -εΔw( t) ≥

- e -w( t)Δw( t)。 (31)
所以,

e -w( t +1) - e -w( t) ≥- (b(n)c( t) + 1)。 (32)
在式(32)两边把 t 改写为 s,并将 s 从 0 到 t-1 求

和,有

e -w( t) ≥ e -w(0) - ∑
t -1

s = 0
(b(n)c( s) + 1), (33)

从而有

w( t) ≤- ln (e -w(0) - ∑
t -1

s = 0
b(n)c( s) - t)。

(34)
把式(34)代入式(28)中,得到

z( t) ≤ ew( t) ≤ (e -w(0) - ∑
t -1

s = 0
b(n)c( s) - t)

-1 =

(e -(ln (a(n) +u(0)2+u(0)) +n) -∑
t -1

s = 0
b(n)c( s) - t) -1,

t ∈ [0,n]。 (35)
根据式(18)、式(21) 和式(35) 三个式子,

得到

Δm( t)
m( t)

≤ b(n)c( t)n( t) ≤ b(n)c( t) ×

(e -(ln (a(n) +u(0)2+u(0)) +n) - ∑
t -1

s = 0
b(n) ×

c( s) - t) -1,t ∈ [0,n]　 (36)
由积分中值定理,存在 ε∈[m( t),m( t+1)],使得

lnm( t + 1) - lnm( t) = ∫m( t +1)

m( t)

1
s
ds = Δm( t)

ε
≤

Δm( t)
m( t)

,t ∈ [0,n]　 　(37)

所以,
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lnm( t + 1) - lnm( t) ≤
　 b(n)c( t)(e -(ln (a(n) +u(0)2+u(0)) +n) -

　 ∑
t -1

s = 0
b(n)c( s) - t) -1,t ∈ [0,n] (38)

在式(38)两端将 t 改写为 j,并将 j 从 0 到 t-1 求

和,得到

lnm( t) ≤ lnm(0) + ∑
t -1

j = 0
b(n)c( j)

× (e -(ln (a(n) +u(0)2+u(0)) +n) -

∑
j -1

s = 0
b(n)c( s) - j) -1,t ∈ [0,n]　 　(39)

所以,

m( t) ≤ m(0)exp {∑
k-1

j = 0
b(n)c( j) ×

(e -(ln (a(n) +u(0)2+u(0)) +n) - ∑
j -1

s = 0
b(n) ×

c( s) - j) -1 } ,t ∈ [0,n] (40)

由式(40)和式(14),得到

u( t) ≤ u(0) + ∑
t -1

k = 0
m(k) ≤ u(0) +

∑
t -1

k = 0
a(n)exp {∑

k-1

j = 0
b(n)c( j) ×

(e -(ln (a(n) +u(0)2+u(0)) +n) - ∑
j -1

s = 0
b(n)c( s) -

j) -1 } ,t ∈ [0,n] (41)

在式(41)中,令 t=n,有

u(n) ≤ u(0) + ∑
n-1

k = 0
a(n)exp {∑

k-1

j = 0
b(n)c( j) ×

(e -(ln (a(n) +u(0)2+u(0)) +n) - ∑
j -1

s = 0
b(n)c( s) -

j) -1 } ,t ∈ [0,n] (42)

由于 n 的任意性,则对任意自然数 t∈N,有

u( t) ≤ u(0) + ∑
t -1

k = 0
a( t)exp {∑

k-1

j = 0
b( t)c( j) ×

(e -(ln (a( t) +u(0)2+u(0)) +t) - ∑
j -1

s = 0
b( t)c( s) -

j) -1 } ,t ∈ N (43)

定理得证。

2　 应　 用

定理 1 中的结果可以用来研究某一类型的和

差分方程的解的有界性。 考虑和差分方程:

Δx( t) = f( t) + g( t)∑
t -1

s = 0
H( s,Δx( s),

x2( s)),x(0) = c, (44)
其中 | c |是正常数,H∈C(Z×R×R+,R)满足条件

| H( t,x,y) | ≤ c( t) | x | ( | x | + y), (45)
且 | f( t) | 、 | g( t) |和 c( t)分别满足定理 1 中 a( t)、
b( t)和 c( t)具有的性质。

显然,利用式(45),由方程(44)得到

| Δx(t) | ≤| f(t) | +| g(t) | ∑
t -1

s = 0
c(s) | Δx(s) | ×

( | Δx( s) | + x2( s)),t ∈ N (46)
由于式(46)具有与不等式(8)相同的形式,且相

应的函数也满足定理 1 中的条件,那么利用定理

1 就可以得到方程(44)解 x( t)的模的估计式:

| x(t) |≤| c | + ∑
t-1

k = 0
| f(t) | exp{∑

k-1

j = 0
| g(t) | ×

c( j)(e -(ln ( | f( t) | +| c| 2+| c| ) +t) -

∑
j -1

s = 0
| g( t) | c( s) - j) -1},t ∈ N　 　(47)
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