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带 p-Laplacian 算子含积分边界条件分数阶微分
方程边值问题解的存在性
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摘　 要:对一类带 p-Laplacian 算子含积分边界条件分数阶微分方程边值问题解的存

在性进行了研究,运用 Schauder 不动点定理得到了新的结果。
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Existence of Solutions to Boundary Value Problem for a Class of
Fractional Differential Equations with p-Laplacian Operator

and Integral Boundary Conditions

PENG Xiangling,LIU Zhenling,LUO Fangmu,LIAO Hong
(Public Course Department,Hunan Financial & Industrial Vocational-Technical College,

Hengyang,Hunan 421002,China)

Abstract:The existence of solutions to boundary value problem for a class of fractional dif-
ferential equations with p-Laplacian operator and integral boundary conditions is studied. A
new result is obtained by using the Schauder fixed point theorem.
key words:p-Laplacian operator;integral boundary conditions;fractional differential equa-
tions;fixed point theorem

0　 引　 言

L. S. Leibenson[1] 在研究多孔介质中的湍流

问题时,对 p-Laplacian 算子的应用取得了很好的

效果,吸引了许多学者的关注。 近年来,随着分数

阶微分方程的发展,带 p-Laplacian 算子的分数阶

微分方程的研究日趋热烈,也取得了许多好的成

果[2-5]。 例如,F. L. Yan 等[6] 研究了一类带 p-
Laplacian 算子的分数阶奇异边值问题
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正解的存在性,其中 1<α≤2,3<β≤4,0<η<1,0<

b<1-α
p-1

,Dα
0+,Dβ

0+是标准 Riemann-Liouville 型微分,

f( t,u):(0,1)×(0,+∞ )→[0,+∞ )是连续函数。
又如,王和香等[7] 利用锥压缩与锥拉伸不动点定

理研究了一类具 p-Laplacian 算子的含积分边界

条件的分数阶微分方程边值问题

Dβ
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u(0) = u′(0) = u″(0) = 0,
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解的存在性,其中 3<α≤4,0<β≤1,0<η≤1,Dα
0+,

Dβ
0+ 是标准 Riemann-Liouville 型微分。 再如, Z.

Han 等[8]利用不动点定理研究了一类含参数的带

p-Laplacian 算子的分数阶微分方程的边值问题
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正解的存在性,其中 0<α≤1,2<β≤3,0≤γ≤1,
0≤ξ≤1,λ>0 为参数,Dα

0+,Dβ
0+为标准的 Caputo 型

微分。
受以上的启发,本文将研究如下一类带 p-

Laplacian 算子含积分边界条件分数阶微分方程

边值问题

Dα
0 + (φp(Dβ

0 + u( t))) + f( t,u( t)) = 0,

u(0) = u″(0) = 0,u(1) = λ∫1
0
u( s)ds,
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(1)

解的存在性,其中,Dα
0+,Dβ

0+ 是 Caputo 型微分,1 <
α≤2,2<β≤3,0<η<1,b,λ 为非负参数,φp( s) =

| s | p-2 s,p>1,φ-1
p =φq,

1
p
+ 1
q
=1,f:[0,1]×R→R 为

连续函数。 利用不动点定理,得到解的存在性

定理。

1　 预备知识

引理 1[8] 　 设 U 为 Banach 空间 X 的一个有

界闭凸子集,如果 T:U→U 为全连续算子,那么 T
在 U 内至少有一个不动点。

定义 1[8] 　 连续函数 u( t):R+ →R 的 α 次

Caputo 型微分为

　 Dα
0 + u( t) = 1

Γ(n - α)∫
t

0
( t - s) n-α-1u(n)( s)ds,

其中,α>0,n=[α]+1。
引理 2[8] 　 设函数 u∈C[0,1]有 α>0 阶 Ca-

puto 型微分,则有

Iα0 + Dα
0 + x( t) = x( t) + c0 + c1 t + c2 t2 + … +

cn-1 tn
-1,

ci ∈ R,i = 1,2,3,…,n - 1,
其中 n 是大于等于 α 的最小整数。

设 Dβ
0+u( t)= v( t),v(0)= 0,v(1)= bp-1v(η),

首先研究以下边值问题

- Dα
0 + v( t) = y( t),

v(0) = 0,v(1) = bp-1v(η)。{ (2)

　 　 引理 3[9] 　 若 y∈C[0,1],则边值问题(2)有
唯一解

v( t) = ∫1
0
H( t,τ)y(τ)dτ,

其中,

H( t,τ) =

[( t - τ)] α-1

Γ(α)
- t(1 - τ) α-1

(1 - bp-1η)Γ(α)
, 0 ≤ τ ≤ t ≤1,η ≤ τ,

[( t - τ)] α-1

Γ(α)
- t(1 - τ) α-1

(1 - bp-1η)Γ(α)
+ tbp-1(η - τ) α-1

(1 - bp-1η)Γ(α)
, 0 ≤ τ ≤ t ≤1,η ≥ τ,

- t(1 - τ) α-1

(1 - bp-1η)Γ(α)
, 0 ≤ t ≤ τ ≤1,η ≤ τ,

- t(1 - τ) α-1

(1 - bp-1η)Γ(α)
+ tbp-1(η - τ) α-1

(1 - bp-1η)Γ(α)
, 0 ≤ t ≤ τ ≤1,η ≥ τ。
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由以上结果知,边值问题(1)等价于
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Dβ
0 + u( t) = φq(∫1

0
H( t,τ) f(τ,u(τ))dτ),

u(0) = u″(0) = 0,u(1) = λ∫1
0
u( s)ds。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(3)

　 　 引理 4[10] 　 若 y∈C[0,1],则边值问题(3)

有唯一解

u( t) = ∫1
0
G( t,s)φq ∫1

0
H( s,τ) f(τ,u(τ)dτ( ) ds,

其中,

G( t,s) = 1
Γ(β + 1)(2 - λ)

- 2t(1 - s) β-1(β - λ + λs) + (2 - λ)β( t - s) β-1, 0 ≤ s ≤ t ≤1;
- 2t(1 - s) β-1(β - λ + λs), 0 ≤ t ≤ s ≤1。{

　 　 引理 5[11] 　 函数 H( t,τ),G( t,s)在[0,1] ×
[0,1]上连续,且具有以下性质:

(1)任对 t,s∈[0,1],0≤H( t,τ)≤H(τ,τ);

(2) 0≤∫1
0
| H(t,τ) | dτ≤ B(α,α)

(1 - bp-1η)Γ(α)
。

2　 主要结果

设 I=[0,1],U= {u( t) | u( t)∈C( I)},并定

义范数‖u( t)‖U =maxt∈I | u( t) | ,则(U,‖·‖)
为 Banach 空间。

有如下结果:
定理 1　 设 f:(0,1)×R→R 为连续函数,满足

如下条件:
(H)存在 c>0,满足 f(x) ≤ Lφp(x),‖x‖≤ c,

其中,0 < L ≤ [φp ((2 - λ)Γ(β + 2)
4β - λβ + 3λ + 4 ) ×

B(α,α)
(1 - vp-1η)Γ(α) ]

-1
,

则边值问题(1)至少有一个解。
证　 令 P = {u( t) |‖u( t)‖≤c,t∈I},则 P

是 U 的有界凸闭集。 ∀u∈U,根据引理 4 定义算

子 T:P→U 如下

Tu( t) = ∫t
0

( t - s) β-1

Γ(β)
φq(∫1

0
H( s,τ) f(τ)dτ)ds +

∫1
0

2t(1 - s) β-1(λ - λs - β)
(2 - λ)βΓ(β)

·

φq(∫1
0
H( s,τ) f(τ)dτ)ds。 (4)

　 　 由引理 4 可知,u 是微分方程边值问题(1)的
一个解当且仅当 u 是算子 T 的不动点。

∀u∈P,由(H)可得

f(u( t)) ≤ Lφp(u( t)) ≤ Lφp(c),
则由引理 5,可知式(4)如下

‖Tu( t)‖ ≤ ∫t
0

( t - s) β-1

Γ(β)
φq ∫1

0
H(τ,τ) f(u(τ))dτ( ) ds +

∫1
0

2t(1 - s) β-1(λ - λs - β)
(2 - λ)βΓ(β)

φq ∫1
0
H(τ,τ) f(u(τ))dτ( ) ds =

tβ-1
Γ(β + 1)

φq ∫1
0
H(τ,τ) f(u(τ))dτ( ) + 2t(β + 1 - λ)

(2 - λ)Γ(β + 2)
φq ∫1

0
H(τ,τ)f(u(τ))dτ( ) ≤

1
Γ(β + 1)

φq ∫1
0
H(τ,τ) f(u(τ))dτ( ) + 2(β + 1 - λ)

(2 - λ)Γ(β + 2)
φq ∫1

0
H(τ,τ) f(u(τ))dτ( ) =

4β - λβ + 3λ + 4
(2 - λ)Γ(β + 2)

φq ∫1
0
H(τ,τ) f(u(τ))dτ( ) ≤

4β - λβ + 3λ + 4
(2 - λ)Γ(β + 2)

φq ∫1
0
H(τ,τ)Lφp(u(τ))dτ( ) ≤

4β - λβ + 3λ + 4
(2 - λ)Γ(β + 2)

φq ∫1
0
H(τ,τ)Lφp(c)dτ( ) ≤

4β - λβ + 3λ + 4
(2 - λ)Γ(β + 2)

φq ∫1
0
H(τ,τ)dτ( ) φq(L)c ≤

4β - λβ + 3λ + 4
(2 - λ)Γ(β + 2)

φq
B(β,β)

(1 - vp-1η)Γ(β)( ) φq(L)c ≤ c,

则 T(P)⊆P。
由(H)可知
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φq ∫1
0
H( s,τ) f(u(τ))dτ( ) ≤ ∫1

0
H( s,τ)dτ Lφp(c) ≤

B(α,α)Lφp(c)
(1 - bp-1η)Γ(α)

。

令

M = B(α,α)Lφp(c)
(1 - bp-1η)Γ(α)

,

∀t1,t2∈I,有

Tu( t1) - Tu( t2) = ∫t1
0

( t1 - s) β-1

Γ(β)
φq ∫1

0
H( s,τ) f(τ)dτ( ) ds +

∫1
0

2t1(1 - s) β-1(λ - λs - β)
(2 - λ)βΓ(β)

φq ∫1
0
H( s,τ) f(τ)dτ( ) ds -

∫t2
0

( t2 - s) β-1

Γ(β)
φq ∫1

0
H( s,τ) f(τ)dτ( ) ds -

∫1
0

2t2(1 - s) β-1(λ - λs - β)
(2 - λ)βΓ(β)

φq ∫1
0
H( s,τ) f(τ)dτ( ) ds ≤

M ∫t1
0

( t1 - s) β-1

Γ(β)
ds + ∫1

0

2t1(1 - s) β-1(λ - λs - β)
(2 - λ)βΓ(β)

ds -

∫t2
0

( t2 - s) β-1

Γ(β)
ds - ∫1

0

2t2(1 - s) β-1(λ - λs - β)
(2 - λ)βΓ(β)

ds =

M
tβ-11 - tβ-12

Γ(β + 1)
+ 2( t1 - t2)(β + 1 - λ)

(2 - λ)Γ(β + 2)
≤

M β - 1
Γ(β + 1)

+ 2(β + 1 - λ)
(2 - λ)Γ(β + 2)

( t1 - t2) 。

则 t1→t2 时,‖Tu( t1)-Tu( t2)‖→0,即 T 为全连

续算子。 所以,由 Schauder 不动点定理,T 在 u∈
P 中存在一个不动点。 所以,微分方程(1)至少

有一个解。
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