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污染环境中时滞种群模型的 Hopf 分支分析

高丽娟,廖茂新∗,王珠峰

(南华大学 数理学院,中国 衡阳 421001)

摘　 要:考虑种群对毒物反应及毒物侵入人体的两个时滞,提出了一个描述污染环境

中时滞种群的适当模型,运用泛函微分方程稳定性理论和分支理论,分析了正平衡点

的局部稳定性及出现 Hopf 分支的条件。 运用 Matlab 进行数值模拟,验证理论分析的

结果。
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Hopf Bifurcation Analysis of a Delay Population Model in
a Polluted Environment

GAO Lijuan,LIAO Maoxin∗,WANG Zhufeng
(School of Mathematics and Physics,University of South China,Hengyang,Hunan 421001,China)

Abstract:Considering the two delays of population reaction to poison and poison invasion
into human body,a suitable model for describing the population with delays in polluted en-
vironment is proposed. By using the stability theory of functional differential equations and
bifurcation theory,the local stability of positive equilibrium and the conditions for Hopf bi-
furcation are analyzed. Matlab is used to carry out numerical simulation to verify the theo-
retical analysis results.
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0　 引　 言

生态种群的生存一直是许多学者关注的问

题。 特别是研究毒物影响下的种群生存具有重要

意义。 无论是好还是坏,毒物都会影响种群的生

长速度。 在早些年,T. G. Hallam 提出了在污染环
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境中单个种群的数学模型[1-3]。 于是,许多学者开

始用常微分方程来描述生态人口系统。 在参考文

献[4]中,J. He 和 K. Wang 利用下面的模型对毒

物影响下的种群进行了研究:
dx( t) / dt = x( t)( r0 - αC0( t) - λx( t))
dC0( t) / dt = - (g + m + b0 - λx( t))C0( t) +

kCe( t)
dCe( t) / dt = - k1x( t)Ce( t) + (g1 + d1 +

α1C0( t))x( t)C0( t) - hCe( t) +
u( t)

ì
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í
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　 　 然而,由于某些种群的生物学特性,发现毒物

的影响是延迟的,在一些文献中[5-13],作者用时滞

微分方程来描述生态系统。 通过这些研究,考虑

到种群对毒物的响应所引起的时滞及毒物进入人

体的时滞,并得到一个时滞微分方程组。 为了更

为明显的展示毒物影响,将考虑居住在资源丰富、
生活空间充足环境中的人群。 通过这种方法,可
以得到一些更好的结果,将以与文献[4]类似的

方式得到这个的模型。
假设人口生活在没有成员移入和移出污染环

境中,并且环境资源丰富,生活空间充足,在这个

环境中种群会吸收毒物,毒物会影响种群的生长

速度。 x( t),C0( t) 与Ce( t) 分别代表在 t时刻的人

口数量、人体内毒物浓度和环境毒物浓度。 b0,d0

分别代表在没有毒物的情况下人口的出生率与死

亡率。 α(α > 0) 表示机体对毒物的群体反应。
人口的增长可以表示为: dx(t) / dt = x(t)(b0 -

d0 - αC0(t))为简单起见,令 r0 = b0 - d0 代表在没有

毒物的情况下人口的增长率。 将考虑由种群对毒物

的反应所引内在起的时间延迟。 则上述方程变为:
dx( t) / dt = x( t)( r0 - αC0( t - τ1)) (1)

其中 τ1(τ1 ≥0) 是由种群对毒物的反应所引起的

时间延迟。 m0 表示人口的平均密度,k,g,m 都是

正常数,km0x( t)Ce( t) 代表人群对环境中有毒物

质的吸收,gm0x( t)C0( t) 代表从人群中输入到环

境中的毒物,mm0x( t)C0( t) 代表新陈代谢过程中

排出的毒物和(d0 + αC0( t - τ1))m0x( t)C0( t) 代

表生物死亡时体内所带的有毒物质。 可以得到

种群中有毒物质的增量可以表示为

dm0x( t)C0( t)
dt

= km0x( t)Ce( t) - gm0x( t)C0( t) -

mm0x(t)C0(t) - (d0 + αC0(t - τ1))m0x(t)C0(t)
(2)

通过计算方程(2)可得

　 x( t)
dC0( t)

dt
+ C0( t)

dx( t)
dt

=

kx( t)Ce( t) - (g + m + d0 + αC0( t -
　 τ1))x( t)C0( t) (3)

　 　 将式(1)代入式(3)可得

dC0( t)
dt

= kCe( t) - (g + m + b0)C0( t)

　 　 考虑环境中的毒物侵入人体所引起的时间延

迟。 然后上述方程变为:
dC0( t)

dt
= kCe( t - τ2) - (g + m + b0)C0( t)

(4)
　 　 最后,令 Ze( t) 为环境中有毒物质的数量,a,
h,U 均为正常数。 增量包括四个部分:从人群中

向环境投放的毒物数量 gm0x( t)C0( t);在时刻 t
死亡的生物体中储存的有毒物质(d0 + αC0( t -
τ1))m0x( t)C0( t); 人群活动引起的毒物数量

am0x( t);来自外部环境的有毒物质 U。 环境毒物

损失分为两部分:人类从环境中获取的有毒物质

数量 km0x( t)Ce( t - τ2);来自系统外部环境的损

失 hZe( t)。 从而得到了

dZe( t)
dt

= gm0x( t)C0( t) + (d0 + αC0( t -

τ1))m0x( t)C0( t) + am0x( t) +
U - km0x( t)Ce( t - τ2) - hZe( t)　 　(5)

其中 Ze( t) = meCe( t),me 代表环境中介质的总数

量。 方程两边同除以 me 可得:
dCe( t)

dt
= (g1 + d1 + α1C0( t -

　 τ1))x( t)C0( t) + a∗x( t) + u -
　 k1x( t)Ce( t - τ2) - hCe( t),

(6)

其中 g1 = g
m0

me
,d1 = d0

m0

me
,α1 = α

m0

me
,

a∗ = a
m0

me
,k1 = k

m0

me
,u = U

me
。

　 　 综上所述,得到在污染环境中时滞的单种群

模型:
dx( t)
dt

= x( t)( r0 - αC0( t - τ1)),

dC0( t)
dt

= - (g + m + b0)C0( t) + kCe( t - τ2),

dCe( t)
dt

= (g1 + d1 + α1C0( t - τ1))x( t) ×

C0( t) + a∗x( t) + u - k1x( t)Ce( t -
τ2) - hCe( t) (7)

ì

î

í
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　 　 在模型(7)的建模过程中,主要考虑居住在

资源丰富、有足够生存空间和毒物的环境中的人

群。 特别地,考虑了人群对毒物的反馈时滞。 这

个模型能更好地反应毒物的影响。 显然,该模型

符合一个相对封闭的单种群环境的实际情况。

1　 正平衡点的局部稳定性与 Hopf
分支的存在性

　 　 易知:

(H1)
hr0(g + m + b0) - αku

aαk - r0mk
> 0

成立,则系统(7)存在唯一的正平衡点 E∗(x∗,
C∗

0 ,C∗
e )。

其中:
　 E∗(x∗,C∗

0 ,C∗
e ) =

(
me hr0(g + m + b0) - αku[ ]

m0(kaα - kr0m)
,
r0
α
,
r0(g + m + b0)

αk
)。

　 　 将系统(7)在平衡点 E∗线性化可得

dx( t)
dt

= - αx∗C0( t - τ1)

dC0( t)
dt

= - (g + m + b0)C0( t) +

kCe( t - τ2)
dCe( t)

dt
= m0

me
[(a - m

r0
α
)x( t) + x∗(g +

b0)C0( t) + x∗r0C0( t - τ1) -

kx∗Ce( t - τ2) - chCe( t)], (8)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

其中 c =
me

m0
。 式(8)对应的特征方程为

λ3 + a1λ2 + a2λ + (b1λ2 + b2λ)e
-λτ2 +

　 (c1λ + c2)e
-λ(τ1+τ2) = 0, (9)

其中　 a1 = h + g + m + b0,a2 = h(g + m + b0),

b1 = - kx∗

c
,b2 = kmx∗

c
,

c1 = - kr0x∗

c
,c2 = (aα - mr0)kx∗

c
。

　 　 情形 1 　 当 τ1 = τ2 = 0 时,将式(9)特征方

程为

λ3 + (a1 + b1)λ2 + (a2 + b2 + c1)λ + c2 = 0,
(10)

若 (H2)(a1 + b1)(a2 + b2 + c1) - c2 > 0 且 c2>0
成立,由 Routh-Hurtitz 定理可知,方程(10)的所有

根都具有负实部。 根据泛函分析的稳定性知识可

得定理 1。
定理 1　 当 τ1 =τ2 =0 时,如果(H1),(H2)均

成立,则正平衡点 E∗是局部渐近稳定的。
情形 2　 当 τ1>0,τ2 =0 时,此时式(9)变为

λ3 + (a1 + b1)λ2 + (a2 + b2)λ +

(c1λ + c2)e
-λτ1 = 0 (11)

　 　 设 λ=ωi(ω>0)是方程(11)式的其中一个虚

根,则方程(11)变成

- ω3 i - (a1 + b1)ω2 + (a2 + b2)ωi =

- (c1ωi + c2)e
- iωτ1 (12)

　 　 因为 λ = ωi(ω > 0) 是方程(11) 的一个虚

根,则 λ =- ωi(ω > 0) 也是方程(11)的一个虚

根,代入方程(11)可得

ω3 i - (a1 + b1)ω2 - (a2 + b2)ωi =

- ( - c1ωi + c2)eiωτ1 (13)
将式(12)×式(13)得

ω6 + [(a1 + b1) 2 - 2(a2 + b2)]ω4 +

[(a2 + b2) 2 - c21]ω2 - c22 = 0 (14)
令 ω2 = z,则方程(14)等价于

h( z) = z3 + d1 z2 + d2 z + d3 = 0 (15)
其中:

d1 = (a1 + b1) 2 - 2(a2 + b2),
d2 = (a2 + b2) 2 - c21,d3 = - c22。

由文献[6]中的引理 3. 3,可得

引理 1　 (1)若方程(15)满足条件(H3)d3≥
0,d1≥0,d2>0;或者满足 d3≥0,Δ=d2

1-3d2≤0,则
(15)没有正实根;

(2)若方程(15)满足条件(H4)d3<0,或 d3≥

0,Δ=d2
1-3d2>0,z∗1 =

-d1+ Δ
3

>0 且 h( z∗1 )≤0,则

(15)有正实根。
假设方程(15)至少有一个正根,不失一般性,

假设方程(14)有三个正根 zj ( j = 1,2,3),相应

地 ωj = zj ( j = 1,2,3)是方程(13)三个正根。 计

算得

τ(n)
1j = 1

ω j
arccos

c1ω4
j + [(a1 + b1)c2 - (a2 + b2)c1]ω2

j

c21ω2
j + c22

+ 2nπ{ } ,( j = 1,2,3;n = 0, ± 1, ± 2,…)

那么当 τ1 = τ(n)
1j 时方程(11)有一对纯虚根±iω1j, 并且定义 τ10 = min

j∈(1,2,3)
τ(0)
1j{ } ,ω10 =ω1 j0。

13
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设 λ(τ)= α(τ)+iω(τ)是方程(11)在 τ = τ10

附近且满足 α(τ10)= 0,ω(τ10)= ω10 的根,下面寻

找横截条件。 对(11)关于 τ1 求导,得
dτ1

dλ
=- 3λ2 + 2p1λ + p2

λe -λτ1(c1λ + c2)
+ c1
λ(c1λ + c2)

- τ1

λ
(其中 p1 =a1+b1,p2 =a2+b2)
由式(11)可得

dτ1

dλ
= 3λ2 + 2p1λ + p2

- λ(λ3 + p1λ2 + p2λ)
+

c1
λ(c1λ + c2)

- τ1

λ
把 λ=ωi 代入最后一个方程中,且经过计算可知

(p2ω - ω3) 2 + (p1ω2) 2 = c22 + (c1ω) 2,
则可以得到:

Re dλ
dτ1 λ = ωi

é

ë
êê

ù

û
úú = 3ω4 + 2(p2

1 - 2p2)ω2 + p2
2 - c21

(c1ω) 2 + c22
= h′(w2)
(c1ω) 2 + c22

.

因此 sign Re dλ
dτ1 λ = ωi

é

ë
êê

ù

û
úú{ } = sign h′(w2){ } ,所以

h′(w2) ≠ 0, 横截条件成立。 由上面的讨论以及

Hopf 分支理论,可得以下结论:
定理 2　 当 τ1>0,τ2 =0,有
(1)若(H1),(H2),(H3)都成立,则正平衡

点 E∗对所有 τ1>0 都是局部渐近稳定的;
(2)若(H1),(H2),(H4)成立,则正平衡点

E∗在 0 < τ1 < τ10 时是局部渐近稳定的;且若

h′(w2)≠0,则系统 (7) 在 τ1 = τ10 时经历 Hopf
分支。

情形 3　 当 τ1 = 0,τ2 >0 时,由(9)可得特征

方程为

λ3 + a1λ2 + a2λ + (q1λ2 + q2λ + q3)e
-λτ2 = 0,

(16)
其中 q1 = b1,q2 =(c1+b1),q3 = c2。

类似情形 2,可得

定理 3　 对于 τ1 = 0,τ2 >0,若(H1),(H2)与
相对应的(H4)成立,则正平衡点 E∗在 0<τ2 <τ20

时是局部渐近稳定的;且若 h′(w2 )≠0,则系统

(7)在 τ1 =τ20 时经历 Hopf 分支。
情形 4　 当 τ1>0,τ2>0 时,由式(2)得特征方

程为:
λ3 + a1λ2 + a2λ + (b1λ2 + b2λ)e

-λτ2 +

(c1λ + c2)e
-λ(τ1+τ2) = 0, (17)

不防设 τ1∈ 0,τ10[ ) ,将 τ2 视为分支参量。 令 λ =
iω(ω>0)是(17)的一个纯虚根,整理

(b1ω2 - c1ωsin ωτ1 - c2cos ωτ1)sin ωτ2 +
(b2ω + c1ωcos ωτ1 - c2sin ωτ1)cos ωτ2 =

ω3 - a2ω

(b1ω2 - c1ωsin ωτ1 - c2cos ωτ1)cos ωτ2 -
(b2ω + c1ωcos ωτ1 - c2sin ωτ1)sin ωτ2 =

- a1ω2 (18)

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

等式两边平方相加得

l1(ω) + 2l2(ω)cos ωτ1 + 2l3(ω)sin ωτ1 = 0
(19)

其中

l1 ω( ) = ω6 + (a2
1 - b2

1 - 2a2)ω4 +

(a2
2 - b2

2 - c21)ω2 - c22,

l2 ω( ) = (c2b1 - b2c1)ω2,l3 ω( ) = c1b1ω2 + c2b2ω。
　 　 假设(H5)方程(19)有有限个正根,记这些

根为 ω1,ω2,ω3,…,ωn。 对每一个固定的 ω j( j=1,
2,3,…,n)代入式(18),有

τ(k)
2j = 1

ω j
{ arccos( -

l1
2 l22 + l23

) + φ + 2kπ}

( j = 1,2,3,…,n;k = 0,1,2,3,…)
其中:tan φ= l3 / l2。
则±iω j 是在 τ1 ∈[0,τ10 ),τ2 = τ(k)

2j 时特征方程

(17)的一对纯虚根。
令 τ20 =τ(0)

2j = min
j∈{ 1,2,3,…,n}

τ(0)
2j{ } ,而 ω20 是对应

于 τ20 的根。 接下来寻找 τ2 = τ20 时经历的 Hopf
分支的横截条件。 对式(17)关于 τ2 求导,并代入

τ2 =τ20,λ= iω 得

dτ
dλ

= 3λ2 + 2a1λ + a2

λ(b1λ2 + b2λ)e
-λτ2 + λ(c1λ + c2)e

-λ(τ1+τ2)
+

(2b1 + b2)e
-λτ2 - c1e

-λ(τ1+τ2)

λ(b1λ2 + b2λ)e
-λτ2 + λ(c1λ + c2)e

-λ(τ1+τ2)
-

τ1 + τ2

λ
由式(17)得

dτ
dλ

= 3λ2 + 2a1λ + a2

- λ(λ3 + a1λ2 + a2λ)
+

2b1 + b2 - c1e
-λτ1

λ[(b1λ2 + b2λ) + (c1λ + c2)e
-λτ1]

-

τ1 + τ2

λ
得

23
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Re dλ
dτ2 τ2 = τ∗2

é

ë
êê

ù

û
úú

-1

= Re
- 3ω + a2 + 2a1ωi
- ω4 + a2ω + a1ω3 i

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú +

Re
2b1 + b2 - c1cos ωτ2 + ic1sin ωτ1

- b1ω3 - b2ω2 - (c1ω - ωc2 i)(cos ωτ1 - isin ωτ1)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

Re dλ
dτ2 τ2 = τ∗2

é

ë
êê

ù

û
úú

-1

= Re
MR + MI i
NR + NI i( ) + Re

QR + QI i
PR + PI i( ) = MRNRr + MINI

N2
R + N2

I

+ QRPR + QIPI

P2
R + P2

I

。

其中,
MR = a2 - 3ω,MI = 2a1ω,NR = a2ω - ω4,

NI = a1ω3,QR = 2b1 + b2 - c1cos ωτ1,
QI = c1sin ωτ1,

PR = - b1ω3 - b2ω2 - c2ωcos ωτ1 + c2ωsin ωτ1,
PI = ωc2cos ωτ1 - c1ωsin ωτ1。

Re dλ
dτ2 τ2 = τ∗2

é

ë
êê

ù

û
úú

-1

= A
B

+ C
D

= AD + BC
BD

, (20)

其中

A = MRNRr + MINI,B = N2
R + N2

I ,
C = QRPR + QIPI,D = P2

R + P2
I 。

因此,

sign Re dλ
dt τ2 = τ∗2

é

ë
êê

ù

û
úú

-1

{ } = sign AD + BC{ } 。

　 　 所以当 AD+BC≠0 时,横截条件成立。 由上

分析可得下结论。
定理 4　 对于 τ1 >0,τ2 >0,若(H5)成立且 τ1

∈[0,τ10),则正平衡点 E∗在 0<τ2 <τ20 时是局部

渐近稳定的;若 AD + BC≠0 成立,则系统 (7)
在 τ2 =τ20 时经历 Hopf 分支。

2　 数值模拟

令 r0 =0.2,b0 =0.4,d0 =0. 2,α=0. 4,g=0. 1,m=

0.1,k=0.7,a=0.2,u=0.01,h=0. 3,
m0

me
=0. 1,则系统

(7)变为

dx(t)
dt

= x(t)(0.2 - 0.4C0(t - τ1)),

dC0(t)
dt

= - 0.6C0(t) + 0.7Ce(t - τ2),

dCe(t)
dt

= (0.03 + 0.04C0(t - τ1))x(t)C0(t) +

0.02x(t) + 0.01 - 0.07x(t)Ce(t -
τ2) - 0.03Ce(t)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

由上面的公式易于得到正平衡点为 E∗(7. 904 7,
0. 500 0,0. 428 6)。

1)当 τ1>0,τ2 =0 时,计算得 τ10 = 3. 862 3,据
定理 2 可知正平衡点 E∗在 τ1∈[0,3. 862 3)时是

局部渐近稳定的,如图 1 所示;在 τ1 >3. 862 3 时

不稳定,并在 τ1 =3. 862 3 时系统(7)经历 Hopf 分
支,如图 2 所示。

图 1　 当 τ1 =3. 0<τ10 =3. 862 3,τ2 =0 时,

系统(7)在正平衡点 E∗处稳定

Fig. 1　 The system(7) is stable when
τ1 =3. 0<τ10 =3. 862 3,τ2 =0

图 2　 当 τ1 =4 > τ10 =3. 862 3,τ2 =0 时,

系统(7)在正平衡点 E∗处不稳定

Fig. 2　 The system(7) is unstable when
τ1 =4>τ10 =3. 862 3,τ2 =0

2)当 τ1>0,τ2>0 时,选取 τ10 =2∈(0,2. 290),
计算得 τ20 =0. 801 9,根据定理 4 可知正平衡点 E∗
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在 τ20∈[0,τ20)时是局部渐近稳定;在 τ2 = τ20 时

经历 Hopf 分支,如图 3,图 4 所示。

图 3　 当 τ1 =3,τ2 =0. 5<τ20 =0. 801 9 时,

系统(7)在正平衡点 E∗处稳定

Fig. 3　 The system(7) is stable when
τ1 =3,τ2 =0. 5<τ20 =0. 801 9

图 4　 当 τ1 =3,τ2 =2>τ20 =0. 801 9 时,

系统(7)在正平衡点 E∗处不稳定

Fig. 4　 The system(7) is unstable when
τ1 =3,τ2 =2>τ20 =0. 801 9

3　 结　 论

在以往的研究中,作者主要研究了毒物 U 的

输入速率的影响。 而本文考虑了模型的时滞,主
要研究了诱发人口对毒性反应及环境中毒物进入

人体的时间延迟,结果显示它们对平衡点的局部

稳定产生了影响。
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