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摘　 要:针对有限元软件基于外角外接圆 Ｄ￣Ｐ 准则计算边坡稳定安全系数偏大的问

题ꎬ采用 Ｍ￣Ｃ 等面积圆屈服准则进行改进ꎬ推导了二者计算安全系数的关系.基于 Ｍ￣
Ｃ 等面积圆屈服准则计算岩土混合边坡ꎬ计算前对输入的土质和岩质的黏聚力及内

摩擦角进行转换ꎬ结果表明ꎬ计算安全系数与 Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ￣Ｐｒｉｃｅ 法得到的结果较为接

近ꎬ并且塑性区与滑动面形状近似ꎬ表明了 Ｍ￣Ｃ 等面积圆屈服准则在分析岩土混合

边坡稳定问题是可行的.分析发现ꎬ岩土混合边坡安全系数随土质黏聚力和内摩擦角

正切值的减少而减少ꎬ并且塑性区形状保持不变.
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０　 引　 言

边坡稳定问题一直是岩土边坡研究的重要课

题ꎬ目前计算岩土边坡稳定安全系数常用方法有

极限平衡法和有限元强度折减法.岩土边坡分析

常采用理想弹塑性模型ꎬＭｏｈｒ￣Ｃｏｕｌｏｍｂ(Ｍ￣Ｃ)屈

服准则能较好地描述岩土材料的强度特征ꎬ极限

平衡法采用 Ｍ￣Ｃ 准则ꎬ该准则在 π 平面上的形状

为不等角六边形ꎬ存在尖顶和菱角而不利于数值

计算[１]ꎬ边坡分析软件 Ｇｅｏ￣ｓｔｕｄｉｏ 采用该准则.
Ｄｒｕｃｋｅｒ￣Ｐｒａｇｅｒ(Ｄ￣Ｐ)屈服准则作为 Ｍ￣Ｃ 准则的

修正模型在 ＡＮＳＹＳ 等有限元软件中得到广泛应

用.Ｄ￣Ｐ 准则在 π 平面上为圆形ꎬ其表达式为

ｆ ＝ αＩ１ ＋ Ｊ２ － ｋ ＝ ０ (１)
其中ꎬ Ｉ１ ＝ σ１ ＋ σ２ ＋ σ３ꎬ

Ｊ２ ＝ １
６
[ σ１ － σ２( ) ２ ＋ σ１ － σ３( ) ２ ＋

σ２ － σ３( ) ２]ꎬ
σ１ꎬσ２ꎬσ３ 为三个主应力ꎻα、ｋ 为与岩土材料内摩

擦角 φ 和黏聚力 ｃ 有关的常数.
不同的 Ｄ￣Ｐ 准则 α、ｋ 的表达式不同ꎬ当材料

处于受压状态的 Ｍ￣Ｃ 准则下屈服ꎬ可得外角外接

圆 Ｄ￣Ｐ(ＤＰ１)准则的参数

α１ ＝
２ｓｉｎ φ１

３ ３ － ３ ｓｉｎ φ１

ꎬ

ｋ１ ＝
６ｃ１ｃｏｓ φ１

３ ３ － ３ ｓｉｎ φ１

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(２)

其中ꎬｃ１ꎬφ１ 分别为屈服时的黏聚力和内摩擦角.
由于 ＤＰ１ 准则的屈服面将 Ｍ￣Ｃ 准则屈服面

完全包含ꎬ使屈服强度提高ꎬ计算安全系数偏大.
Ｍ￣Ｃ 准则在有限元计算上又存在困难ꎬ需对屈服

准则进行改进.其中ꎬ徐干成、郑颖人[２] 提出与 Ｍ￣
Ｃ 准则在 π 平面上的等面积圆 Ｄ￣Ｐ 屈服条件ꎬ依
据面积相等的关系ꎬ得到 Ｍ￣Ｃ 等面积圆屈服

(ＤＰ２)准则(图 １)ꎬ此时参数

α２ ＝
２ ３ ｓｉｎ φ２

２ ３π ９ － ｓｉｎ２φ２( )

ꎬ

ｋ２ ＝
６ ３ ｃ２ｃｏｓ φ２

２ ３ π ９ － ｓｉｎ２φ２( )

(３)

其中ꎬｃ２ꎬφ２ 为屈服时的黏聚力和内摩擦角.

图 １　 各屈服准则在 π平面上的曲线

Ｆｉｇ.１　 Ｙｉｅｌｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｎ ｔｈｅ ｄｅｖｉａｔｏｒ ｐｌａｎｅ π

国内对基于 Ｄ￣Ｐ 准则的土质和岩质边坡稳定

性分析做了较多的探索[３￣５]ꎬ而基于 Ｄ￣Ｐ 准则的岩

土混合边坡稳定分析的研究较少ꎬ工程中岩土混合

边坡又较为常见ꎬ因此ꎬ对岩土混合边坡的稳定性

分析具有重要意义.推导两个 Ｄ￣Ｐ 准则计算安全系

数的关系ꎬ并在有限元软件中实现 ＤＰ２ 准则ꎬ进而

采用 ＤＰ２ 准则计算岩土边坡ꎬ最后分析土质和岩

质的抗剪强度参数与安全系数的关系.

１　 安全系数的关系

设 ｃ０ꎬφ０ 为初始抗剪强度参数ꎬＤＰ１ 和 ＤＰ２
准则条件下的强度折减系数分别为 ω１ 和 ω２ .由强

度折减法的概念[６￣７]ꎬ屈服时的强度折减系数即为

边坡的安全系数ꎬ于是

ｃ０
ｃ１

＝
ｔａｎ φ０

ｔａｎ φ１

＝ ω１ꎬ

ｃ０
ｃ２

＝
ｔａｎ φ０

ｔａｎ φ２

＝ ω２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(４)

　 　 同一边坡失稳时ꎬ屈服面唯一ꎬ屈服的表达式

一致ꎬα１ ＝α２(或 ｋ１ ＝ ｋ２)ꎬ联立式(２)、(３)、(４)ꎬ可

１５
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得采用两个 Ｄ￣Ｐ 准则的计算的安全系数的关系

ω２ ＝
３ － ｓｉｎ φ１( ) ２

２ ３πｃｏｓ２φ１

ω２
１ － ８

９
ｔａｎ２φ０ (５)

２　 ＤＰ２ 准则在有限元软件中的实现

为了在有限元软件中实现 ＤＰ２ 准则ꎬ建立两

个 Ｄ￣Ｐ 屈服准则之间的抗剪强度参数(黏聚力 ｃ
和内摩擦角 φ)的关系ꎬ按照转换关系在输入参数

时进行转换ꎬ这样就省去软件二次开发过程.由
α１ ＝α２(或 ｋ１ ＝ ｋ２)ꎬ联立式(４)、式(５)可得

２ｓｉｎ φ１

３ ３ － ３ ｓｉｎ φ１

＝
２ ３ ｓｉｎ φ２

２ ３π ９ － ｓｉｎ２φ２( )

(６)

由此可得

φ１ ＝ ａｒｃｓｉｎ
９ｓｉｎ φ２

２ ３π ９ － ｓｉｎ２φ２( ) ＋ ３ｓｉｎ φ２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

ｃ１ ＝ ｃ２
ｔａｎ φ１

ｔａｎ φ２
(７)

　 　 通过计算 φ１、ｃ１ 值ꎬ此时 φ１、ｃ１ 采用 ＤＰ１ 准

则计算与用 φ２、ｃ２ 采用 ＤＰ２ 准则计算是等效的ꎬ
这样在有限元软件中ꎬ在 ＤＰ１ 准则用 φ１、ｃ１ 便实

现了 ＤＰ２ 准则 (计算参数为 φ２、 ｃ２ ) 的有限元

计算.

３　 实例分析

以某水库周边的岩土混合边坡为例ꎬ剖面图

见图 ２ꎬ其中土质为粉质粘土、碎石、腐植土ꎬ岩质

为石英砂岩、板岩、砂岩ꎬ本文采用二维平面应变

分析ꎬ假定土质和岩质材料均匀ꎬ各初始参数见表

１.使用有限元软件 ＡＮＳＹＳꎬ 采用平面八节点

Ｐｌａｎｅ８２ 单元ꎬ四边形或三角形网格ꎬ划分的网格

如图 ３ꎬ左右两侧水平约束ꎬ下部 Ｘ、Ｙ 方向约束ꎬ
使用强度折减法分别采用 ＤＰ１ 准则和 ＤＰ２ 准则

进行计算.在使用 ＤＰ２ 准则时ꎬ利用式(７)对输入

的土质和岩质的抗剪强度参数进行转换ꎬ见表 ２.

图 ２　 岩土混合边坡剖面图

Ｆｉｇ.２　 Ｓｅｃｔｉｏｎ ｐｌａｎ ｏｆ ｒｏｃｋ￣ｓｏｉｌ ｓｌｏｐｅ

表 １　 岩土混合边坡初始参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｒｏｃｋ￣ｓｏｉｌ ｓｌｏｐｅ

弹性模量
/ ＧＰａ 泊松比

重度
/ (ｋＮｍ－３)

黏聚力
/ ｋＰａ

内摩擦角
/ (°)

土质 ０.０１ ０.３ ２０ ２０ １５
岩质 ２０ ０.２ ２５ ４ ０００ ４０

岩土混合边坡失稳以塑性区贯通为主要判别

依据ꎬ以计算结果不收敛为辅助判别依据.由图 ４
可知ꎬ由于土体的抗剪强度参数相对较低ꎬ边坡稳

定性主要受粘性土抗剪强度的影响ꎬ从岩质和土

质交界的底部沿着交界面往上延伸产生贯通的塑

性区ꎬ认为边坡已失稳ꎬ即产生了滑动面ꎬ此时安

２５
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全系数为 １.２８０.

图 ３　 平面应变问题单元网格

Ｆｉｇ.３　 Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｐｌａｎｅ￣ｓｔｒａｉｎ ｐｒｏｂｌｅｍ

表 ２　 在 ＡＮＳＹＳ 中输入数据

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｉｎｐｕｔ ｄａｔａ ｉｎ ＡＮＳＹＳ

ＤＰ１ 准则
输入
ｃ / ｋＰａ

ＤＰ１ 准则
输入
φ / (°)

强度折减
系数

ＤＰ２ 准则
输入
ｃ / ｋＰａ

ＤＰ２ 准则
输入
φ / (°)

土质 ２０ １５

岩质 ４ ０００ ４０
１.０００

１６.７５ １２.６５

２ ７４４.３１ ２９.９３

土质 　 １５.６３ １１.８２

岩质 ３ １２５ ３３.２５
１.２８０

１３.３３ １０.１３

２ ２９５.０２ ２５.７１

土质 　 １３.３３ １０.１３

岩质 ２ ６６６.２０ ２９.２２
１.５００

——— ———

——— ———

图 ４　 等面积圆屈服准则下的塑性应变图(ω２ ＝ １.２８０)

Ｆｉｇ.４　 Ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｓｔｒａｉｎ ｚｏｎｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｍｏｈｒ￣Ｃｏｕｌｏｍｂ
ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ａｒｅａ ｃｉｒｃｌｅ ｙｉｅｌｄ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ(ω２ ＝ １.２８０)

极限平衡法使用 Ｇｅｏ￣ｓｔｕｄｉｏ 中的 Ｓｌｏｐｅ￣ｗ 模

块进行分析ꎬ采用 Ｍ￣Ｃ 准则的 Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ￣Ｐｒｉｃｅ

(Ｍ￣Ｐ)法进行计算.Ｍ￣Ｐ 法因满足力矩和力的平

衡ꎬ且考虑了多种形式的条间力函数ꎬ滑动面可以

是任意形状ꎬ可以满足岩土混合边坡的计算需要.
Ｍ￣Ｐ 法计算产生的滑动面形状图如图 ５ꎬ此时安

全系数为 １.１９８.ＤＰ２ 准则计算贯通塑性区和 Ｍ￣Ｐ
法计算滑动面的形状相似ꎬ近似为斜面ꎬ滑坡体主

要为土质ꎬ二者计算安全系数相对误差仅为

６.８４％ꎬ各方法计算出的结果见表 ３.

图 ５　 Ｍ￣Ｐ 法滑动面图(ω３ ＝ １.１９８)

Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｂｙ Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ￣Ｐｒｉｃｅ
ｍｅｔｈｏｄ(ω３ ＝ １.１９８)

表 ３　 各种计算方法的安全系数结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｓａｆｅｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

计算方法 安全系数

外角外接圆 ＤＰ１ 准则 １.５００

Ｍ￣Ｃ 等面积圆屈服准则 １.２８０

Ｍ￣Ｐ 法 １.１９８

由于边坡失稳是由土质滑动引起ꎬ可以将 ω１

＝ １.５００ꎬφ１ ＝ １０.１３°ꎬφ０ ＝ １５°代入式(５)ꎬ得到换

算结果为 １.２７９ꎬ这与 ＤＰ２ 准则下的有限元计算

值的相对误差仅为 ０.０８％.
岩土中的含水量等因素会使土质和岩质的抗

剪强度参数等数值降低ꎬ可以研究单个参数降低

时对边坡稳定性的影响.采用 Ｍ￣Ｃ 等面积圆屈服

准则ꎬ在保证其他参数不变的条件下ꎬ改变土质和

岩质中的黏聚力 ｃ、内摩擦角 φ 的四个参数中之

一ꎬ获得该参数与整个岩土混合边坡的安全系数

的关系.改变土质的黏聚力 ｃꎬ得到其与安全系数

的关系见表 ４ 和图 ６.改变土质的内摩擦角 φꎬ得
到其与安全系数的关系见表 ５ 和图 ７.
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表 ４　 土质黏聚力 ｃ 对边坡安全系数 ω的影响

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｃｏｈｅｓｉｏｎ ｏｆ ｓｏｉｌ ｏｎ ｓａｆｅｔｙ
ｆａｃｔｏｒ ｏｆ ｓｌｏｐｅ

ｃ / ｋＰａ ２０ １８ １６ １４ １２ １０
ω １.２８０ １.１９１ １.１０３ １.０１５ ０.９２７ ０.８４０

图 ６　 土质黏聚力与边坡安全系数的关系

Ｆｉｇ.６　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｏｈｅｓｉｏｎ
ｉｎｔｅｒｃｅｐｔ ｏｆ ｓｏｉｌ ａｎｄ ｓａｆｅｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ ｓｌｏｐｅ

表 ５　 土质内摩擦角 φ对边坡安全系数 ω的影响

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｓｏｉｌ ｏｎ
ｓａｆｅｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ ｓｌｏｐｅ

φ / (°) １５ １２ ９ ６ ３ ０
ｔａｎ φ ０.２６８ ０.２１３ ０.１５８ ０.１０５ ０.０５２ ０
ω １.２８０ １.２１２ １.１４８ １.０８４ １.０２１ ０.９５９

图 ７　 土质内摩擦角正切值 ｔａｎ φ与边坡安全系数

ω的关系

Ｆｉｇ.７　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔａｎｇｅｎｔ
ｖａｌｕｅ ｏｆ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｓｏｉｌ

ａｎｄ ｓａｆｅｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ ｓｌｏｐｅ

边坡安全系数都随土质黏聚力和内摩擦角正

切值的减少而减少ꎬ都近似呈线性关系ꎬ主要原因

在于边坡的抗剪强度 τｆ 与 ｃ、ｔａｎ φ 正相关.通过查

看贯通塑性区发现ꎬ边坡的贯通塑性区的形状基

本保持不变ꎬ即边坡滑动面上产生的剪应力 τ 不

变ꎬ故安全系数也跟 ｃ、ｔａｎ φ 正相关.
改变岩质的黏聚力ꎬ从 ２ ０００ ｋＰａ 变化到

５０ ｋＰａ过程中ꎬ发现整个边坡的安全系数几乎不

变.改变岩质的内摩擦角ꎬ从 ３０°变化到 ０°过程

中ꎬ边坡的安全系数也几乎保持不变.主要原因在

于岩质的抗剪强度在有限程度的降低时ꎬ其强度

仍然大于土质ꎬ滑移面不通过岩质ꎬ滑坡体为土

质ꎬ边坡的稳定性主要受土质的强度参数的影响.

４　 结　 论

１)有限元软件 ＡＮＳＹＳ 基于 ＤＰ１ 准则计算的

安全系数偏大ꎬ采用 ＤＰ２ 准则进行改进ꎬ利用屈服

表达式一致的关系ꎬ推导两个准则抗剪强度参数之

间的关系ꎬ计算前对输入的材料的抗剪强度参数进

行转换ꎬ计算结果与 Ｍ￣Ｐ 法计算结果较为接近.
２)依据安全系数转换公式ꎬ使用有限元强度

折减法在岩土混合边坡稳定分析中采用 ＤＰ１ 准

则得到的安全系数按照安全系数的换算结果与

ＤＰ２ 准则计算结果较为吻合.
３)岩土混合边坡安全系数随土质黏聚力和

内摩擦角正切值的减少而减少ꎬ并且塑性贯通区

形状保持不变.而岩质的黏聚力和内摩擦角的有

限程度的降低时ꎬ边坡的安全系数基本不变.
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