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悬臂输流管道在端部随从力作用下的稳定性
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摘　 要:对在端部随从力和流体流动共同作用下的输流管道ꎬ以欧拉伯努利梁为基础

建立管道的运动微分方程ꎬ并以梁的振型函数为试函数ꎬ采用伽辽金方法对方程进行

离散.通过对特征值分析ꎬ研究了不同参数对悬臂输流管道振动与稳定性的影响以及

无量纲复频率与系统失稳临界流速的关系.结果表明:端部随从力的变化对系统失稳

临界流速有很大的影响ꎻ系统的失稳方式和临界流速的大小有关ꎻ系统的失稳方式主

要以发散失稳和单模态颤振失稳为主.
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０　 引　 言

输流管道是含参数动力系统的经典问题之

一ꎬ在水利、航空航天和石油运输等实际工程领域

中有广泛的应用.在含参数系统的振动和稳定

性[１]中ꎬ轴向压杆问题为保守系统ꎬ普夫吕格尔

柱问题(杆件受分布随从力作用的稳定性问题)
为伪保守系统ꎬ杆件受端部随从力作用的稳定性

问题为循环系统ꎬ输流管道则是陀螺系统的经典

问题.这几种含参数系统在振动和稳定性方面ꎬ各
自表现出多种不同的特性[２￣３]ꎬ当几种参数耦合作

用时ꎬ其特性将更为丰富.在输流管道系统与其他

几种系统的耦合情形中ꎬ轴向荷载作用下的输流

管道是陀螺保守系统ꎬ受分布随从力作用的输流

管道是陀螺伪保守系统ꎬ而端部随从力作用下的

输流管道则是受循环力作用下的陀螺非保守系

统.樊丽俭[４] 等研究了简支输流管道受轴向荷载

作用的稳定性ꎬ发现轴向荷载对输流管道有显著

影响.娄敏[５] 等研究了轴向力的方向对海底输流

管道的影响.陈永红[６] 等研究了轴向力对两端自

由的梁的振动特性.李宝辉[７] 等研究了输流管道

内含有非均匀轴向流时的振动和稳定性.对于输

流管道受分布随从力作用的研究也有很多[８￣１０] .
本文研究了悬臂输流管道在管道内流体和端

部随从力共同作用下的振动和稳定性ꎬ同时考虑

并分析了各种参数对输流管道稳定性的影响.

１　 运动方程

１.１　 模型及运动方程建立

端部受随从力作用的管道模型如图 １ 所示ꎬ
管道内为不可压恒定流速流体ꎬ在运动过程中ꎬ端
部随从力的方向总是与管道端部切线方向一致.

图 １　 端部随从力作用下管道模型示意图

Ｆｉｇ.１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｐｉｐｅ ｍｏｄｅｌ
ｕｎｄｅｒ ｅｎｄ ｆｏｌｌｏｗｅｒ ｆｏｒｃｅ

管道采用欧拉伯努利梁模型ꎬ位置 ｘ 处任意时

刻 ｔ 的挠度记为 ｗ(ｘꎬｔ).其运动微分方程[３]为:
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式中:ｗ 为管道横向位移ꎻＥＩ 为管道抗弯刚度ꎻＰ
为沿管道轴线方向的端部随从力ꎻｍ 为管道单位

长度质量ꎻＭ 为单位长度上管内流体的质量ꎻＵ 为

管内流体平均流速.
１.２　 运动方程无量纲化

在方程(１)中ꎬ引入无量纲量

η ＝ ｗ
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ꎬξ ＝ ｘ

Ｌ
ꎬτ ＝ ＥＩ

Ｍ ＋ ｍ
ｔ
Ｌ２ꎬ

β ＝ Ｍ
Ｍ ＋ ｍ

ꎬγ ＝ ＰＬ２

ＥＩ
ꎬｕ ＝ Ｍ
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　 　 则可得无量纲形式的运动方程

∂４η
∂ξ４

＋ (ｕ２ ＋ γ) ∂２η
∂ξ２

＋ ２ｕ β ∂２η
∂ξ∂τ

＋ ∂２η
∂τ２

＝ ０

(３)

２　 求解运动方程

运用伽辽金法求解方程(３).令

η ξꎬτ( ) ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ψｉ ξ( ) Ｔｉ τ( ) (４)

其中 ψｉ(ξ)为梁的第 ｉ 阶振型函数.
悬臂管道的振型函数为:

ψｉ(ｘ) ＝ ｃｏｓｈ λ ｉｘ － ｃｏｓ λ ｉｘ －
ｃｉ(ｓｉｎｈ λ ｉｘ － ｓｉｎ λ ｉｘ) (５)

其中 λ ｉ满足特征方程:
ｃｏｓ λ ｉｃｏｓｈ λ ｉ ＝ － １ (６)

系数 ｃｉ由下式给出:

ｃｉ ＝
ｃｏｓｈ λ ｉ ＋ ｃｏｓ λ ｉ

ｓｉｎｈ λ ｉ ＋ ｓｉｎ λ ｉ

＝
ｓｉｎｈ λ ｉ － ｓｉｎ λ ｉ

ｃｏｓｈ λ ｉ ＋ ｃｏｓ λ ｉ
(７)

　 　 边界条件:
ｗ(０) ＝ ｗ′(０) ＝ ｗ″( ｌ) ＝ ０

ＥＩｗ‴( ｌ) ＋ (１ － α)Ｐｗ′( ｌ) ＝ ０ (８)
　 　 对 ａ＝ ０ꎬＰ 作用于垂直方向(保守系统)ꎻ对
ａ＝ １ꎬ载荷 Ｐ 切向作用.

将式(４)代入方程(３)并乘以 ψ ｊ( ξ)ꎬ再关于

ξ 在[０ꎬ１]区间积分ꎬ并应用振型函数的正交性

质ꎬ可得:

λ４
ｊ Ｔ ｊ ＋ (ｕ２ ＋ γ) Σ

Ｎ

ｉ ＝ １
Ｔｉ ∫１

０
ψｉ″ψ ｊ′ｄξ ＋

２ｕ β Ｔｉ′ ∫１
０
ψｉ′ψ ｊｄξ ＋ Ｔ ｊ″ ＝ ０ (９)

　 　 为便于求解ꎬ令

４５
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ｚ ＝ ｚ１ 􀆺 ｚＮ ｚＮ＋１ 􀆺 ｚ２Ｎ[ ] Ｔ ＝

Ｔ１ 􀆺 ＴＮ Ｔ１′ 􀆺 ＴＮ′[ ] Ｔ (１０)
　 　 将管道的二阶线性运动微分方程组(９)ꎬ离
散化后化成一阶方程:

ｚ′ ＝ Ａｚ (１１)
其中系数矩阵 Ａ 中的非零元素为:

ａ ｊꎬＮ＋ｊ ＝ １ꎬ

ａＮ＋ｊꎬｉ ＝ － δｉｊλ ｉ
４ － (ｕ２ ＋ γ) ∫１

０
ψｉ″ψ ｊｄξ

ａＮ＋ｊꎬＮ＋ｉ ＝ － ２ｕ β ∫１
０
ψｉ′ψ ｊｄξꎬ

( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎻｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ) (１２)

３　 计算结果与分析

可以通过采用不同大小的流速 ｕ、端部随从

力 γ、和质量比 βꎬ继而求出矩阵 Ａ 的特征值 ＫꎬＫ
乘以－ｉ 从而可以求出系统模态的复频率 Ω:

Ω ＝ － ｉＫ ＝ ω － αｉ ≡ ΩＲ ＋ ｉΩＩ (１３)
　 　 由于 Ａ 为实矩阵ꎬ其特征值为一对共轭复数

或实数ꎬ且这对特征值都对应着系统的一个振动

模态.系统相应的模态复频率是一对虚部相同、实
数相反(只取一个正值表示频率)或虚部不同、实
部为零的复频率.

本文计算中ꎬ式(４)中的截取项数取 Ｎ＝ １０.
３.１　 端部随从力和质量比与临界流速的变化关系

图 ２ 给出了不同端部随从力 γ 作用下无量纲

临界流速 ｕ 与质量比 β 的关系.在没有端部随从

力作用时(γ＝ ０)的计算结果与文献[３ꎬ８]得到的

结果完全一致.曲线的变化形态表明:随着流速的

增大ꎬ系统的状态经历了稳定、颤振失稳到再稳

定、再次颤振失稳的变化过程.

图 ２　 悬臂输流管道无量纲临界流速随质量比的变化

Ｆｉｇ.２　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｖｓ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｍａｓｓ ｒａｔｉｏ

从图 ２ 可以看出:系统的临界流速大体上随

质量比的增大而增大ꎬ随端部随从力的增大而减

小.在 γ＝ １０ 的曲线上ꎬ当流速为 ｕ<２.７４ 时ꎬ系统

可以稳定ꎻ而在 γ ＝ １７.６ 曲线上ꎬ流速为零时系统

就已经发生失稳ꎬ但当 β>０.４０ 时ꎬ系统可在达到

一定流速后获得再稳定.
图 ３ 表示的是通过改变质量比的大小而得到的

临界流速随端部随从力的变化关系曲线.系统在 γ<
１７.５６ 时有一个低速稳定区ꎻ当 γ ＝ １７.５６ 时ꎬ临界流

速为零ꎬ即系统在端部随从力单独作用下即达到失

稳临界点ꎻ而当 γ>１７.５６ 时ꎬ虽然此时流速为零系统

就已经发生失稳ꎬ但当 β＝０.４ 时ꎬ随着流速的增大系

统可以再次获得稳定状态.这与输流管道在分布随从

力作用下[８]的情况相仿.随着端部随从力的增大ꎬ系
统失稳时的临界流速减小.端部随从力的方向对临界

流速有很大的影响:当端部随从力与流体相同方向

(γ<０)时ꎬ此时端部随从力为拉力ꎬ系统获得稳定状

态时的临界流速增大ꎻ与流速方向相反的端部随从

力(γ>０)使临界流速减小.

图 ３　 悬臂输流管道无量纲临界流速随端部随从力的变化

Ｆｉｇ.３　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｖｓ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｅｎｄ ｆｏｌｌｏｗｅｒ ｆｏｒｃｅ

结合图 ２ 和图 ３ 可以看出:质量比越大、端部

随从力越小或端部随从力为拉力时ꎬ即流体流动

方向与端部随从力相反ꎬ系统更容易获得稳定状

态ꎻ而流体流动方向与端部随从力相同时ꎬ系统更

易失稳.
３.２　 无量纲复频率随临界流速的变化

图 ４ 代表的是端部随从力 γ、质量比 β 均较

小时的情况.当流速为 ５.６４<ｕ<８.０１ 时ꎬ系统一阶

模态的实部为零ꎬ虚部的两个分支均大于零ꎬ因此

一阶模态为稳定状态ꎻ当流速为 ｕ<３.６８ 时ꎬ一、
二、三阶模态的实部、虚部均大于零ꎬ因此系统各

阶模态的状态均为动态稳定状态.当流速达到 ｕ ＝

５５
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３.６８ 时ꎬ二阶模态的实部大于零ꎬ虚部由正变负ꎬ
此时系统发生二阶单模态颤振失稳.三阶模态的

实部、虚部均大于零ꎬ因此三阶模态为稳定状态.

图 ４　 悬臂输流管道无量纲复频率的实部、
虚部随无量纲流速的变化

Ｆｉｇ.４　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｃｏｍｐｌｅｘ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｖｓ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ５ 代表的是端部随从力 γ 较小、质量比 β
较大时的情况.一阶模态虚部均大于零ꎬ故一阶模

态为稳定状态ꎻ当流速为 ｕ<２.７６ 时ꎬ二阶模态发

生微弱的颤振ꎬ而当流速达到 ｕ ＝ ２.７６ 时ꎬ二阶模

态的实部大于零ꎬ虚部由负变正ꎬ此时二阶模态的

状态由微弱的颤振变为动态稳定状态ꎻ二阶模态

仅发生微弱的颤振ꎬ若考虑阻尼的因素ꎬ则系统不

至于失稳ꎻ仅在流速为 ２.７６<ｕ<７.８７ 时ꎬ系统各阶

模态均为稳定状态ꎻ当流速为 ｕ ＝ ７.８７ 时ꎬ系统的

三阶模态的虚部由正变为负ꎬ而三阶模态的实部

不为零ꎬ此时系统发生三阶单模态颤振失稳.
图 ６ 代表的是端部随从力 γ 较大、质量比 β 较

小时的情况.当一阶模态的实部为零时ꎬ虚部的两

个分支大于零ꎬ二阶模态的实部、虚部均大于零ꎬ因
此系统的一、二阶模态都为稳定状态ꎻ系统的三阶

模态实部大于零ꎬ虚部小于零ꎬ因此三阶模态在流

速为零时即已失稳ꎬ系统的失稳方式为发散失稳.

图 ５　 悬臂输流管道无量纲复频率的实部、
虚部随无量纲流速的变化

Ｆｉｇ.５　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｃｏｍｐｌｅｘ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｖｓ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ６　 悬臂输流管道无量纲复频率的实部、
虚部随无量纲流速的变化

Ｆｉｇ.６　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｃｏｍｐｌｅｘ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｖｓ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
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　 　 图 ７ 代表的是端部随从力 γ 和质量比 β 均较

大时的情况.一阶模态的实部实部大于零ꎬ虚部小

于零ꎬ因此在流速为零时一阶模态即已发生失稳ꎻ
当二、三阶模态的实部为零时ꎬ二、三阶模态虚部的

两个分支都大于零ꎬ因此二、三阶模态为稳定状态.

图 ７　 悬臂输流管道无量纲复频率的实部、
虚部随无量纲流速的变化

Ｆｉｇ.７　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｃｏｍｐｌｅｘ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｖｓ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

从图 ４~图 ７ 中可以看出:在图 ５ 中(端部随从

力较小、质量比较大的情况)ꎬ系统可短暂达到各阶

模态均为稳定状态ꎬ这与 ３.１ 节所得结论相符合.当
一、二阶模态的虚部曲线有相交情况出现ꎬ实部曲

线则会出现先相互靠拢ꎬ然后分开ꎬ并没有出现曲

线耦合的情况ꎻ而当一、二阶模态曲线的虚部曲线

基本平行时ꎬ实部曲线也基本为平行状态.
在对上述几种参数进行不同组合进行研究分

析和计算后ꎬ可以发现:系统一阶模态失稳的主要

方式为发散失稳ꎬ且仅在端部随从力和质量比均

较大地情况下发生失稳ꎻ系统的二阶模态的失稳

方式主要以单模态颤振失稳为主ꎻ三阶模态的失

稳方式为发散失稳和颤振失稳ꎬ在端部随从力和

质量比均较小与较大地情况时ꎬ不会发生失稳.综
上系统的失稳方式主要为发散失稳和单阶模态的

颤振失稳.

４　 结　 论

１)端部随从力的大小和方向对临界流速有

很大的影响:随着端部随从力增大ꎬ系统失稳时的

临界流速降低ꎻ与流体方向一致的端部随从力

(γ<０)ꎬ则会使系统失稳时的临界流速增大.
２)悬臂输流管道的失稳方式与临界流速 ｕ 的

大小有关:当临界流速较小时ꎬ系统的失稳方式主

要为单模态颤振失稳ꎻ当临界流速较大时ꎬ系统的

失稳方式为发散失稳.
３)悬臂输流管道的失稳方式主要为发散失

稳和单模态颤振失稳ꎬ且发散失稳主要发生在系

统的一、三阶模态ꎬ而颤振失稳主要发生在系统的

二阶模态.系统的仅在端部随从力较小的情况下

出现过短暂的稳定状态.
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