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一类具 Ｒ￣Ｓ 积分边界条件的分数阶微分方程的正解
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摘　 要:研究了一类包含 ｐ￣拉普拉斯算子、并具有 Ｒｉｅｍａｎｎ￣ｓｔｉｅｌｊｅｓ积分边界条件的分

数阶微分方程的正解存在性.通过构造锥上全连续算子ꎬ采用单调迭代法得到了系统

存在正解的充分条件.
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０　 引　 言

分数阶微分方程相比于整数解微分方程ꎬ更
能精确地描述具有长时记忆特性的生物、物理等

各方面现象.近年ꎬ分数阶微分方程边值问题已成

为一个重要的研究方向ꎬ并有了一些重要成

果[１￣９]ꎬ但对于具有 Ｒｉｅｍａｎｎ￣Ｓｔｉｅｌｊｅｓ 积分边界条

件的非局部问题的结果并不多见. Ｊｅｆｆ Ｗｅｂｂ 较早

地运用拓扑度方法研究了 Ｒ￣Ｓ 积分边值问

题[１０￣１１]ꎬ张运等[１２]用混合单调算子的不动点定理
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得到了一类高阶的包含有 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｅ 算子的 Ｒ￣Ｓ
积分边值问题的正解唯一性条件.

受上述文献启发ꎬ考虑如下一类非局部的包

含有 ｐ￣拉普拉斯算子的分数阶微分方程

－ Ｄβ
ｔ(ϕｐ( － Ｄα

ｔ ｘ))( ｔ) ＝ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ))ꎬｔ∈ (０ꎬ１)ꎬ

ｘ(０) ＝ ０ꎬＤα
ｔ ｘ(０) ＝ Ｄα

ｔ ｘ(１) ＝ ０ꎬ

ｘ(１) ＝ ∫１
０
ｘ( ｓ)ｄＡ( ｓ) .

ì
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ïï

ï
ï

(１)
其中ꎬ１<αꎬβ<２ꎻＤα

ｔ ꎬＤβ
ｔ 为 Ｒｉｅｍａｎｎ￣Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数

阶导数ꎬΑ 是具有界变差的函数ꎬ ∫１
０
ｘ( ｓ)ｄＡ( ｓ) 代

表 Ｒ￣Ｓ 积分ꎬϕｐ 是 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｅ 算子且满足:ϕｐ ＝

｜ ｓ ｜ ｐ－２ｓꎬｐ>１ꎬϕ－１ｐ ( ｓ)＝ ϕｑ( ｓ)ꎬ
１
ｐ
＋ １
ｑ
＝ １.

本文通过构造锥上全连续算子并运用单调迭

代法得到了非线性项 ｆ 所应满足的较为一般的充

分性条件.

１　 预备知识

引理 １[１] 　 设 α>０ꎬｆ( ｔ)在[０ꎬ１]可积ꎬ则
ＩαＤα ｆ( ｔ) ＝ ｆ( ｔ) ＋ ｃ１ ｔα

－１ ＋ ｃ２ ｔα
－２ ＋  ＋ ｃｎ ｔα

－ｎꎬ
其中 ｃｉ∈Ｒ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ)ꎬｎ 为大于或等于 α 的

最小正整数ꎬ其中 ＩαꎬＤα 为 Ｒｉｅｍａｎｎ￣Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数

阶积分、微分算子.
引理 ２[１０ꎬ１２] 　 设 ｈ∈Ｌ１(０ꎬ１)ꎬ１<β≤２ꎬ边值

问题

－ Ｄβ
ｔ ｖ( ｔ) ＝ ｈ( ｔ)ꎬｔ∈ (０ꎬ１)

ｖ(０) ＝ ｖ(１) ＝ ０{ (２)

有唯一解 ｖ( ｔ) ＝ ∫１
０
Ｇβ( ｔꎬｓ)ｈ( ｓ)ｄｓꎬ其中

Ｇβ(ｔꎬｓ) ＝

１
Γ(β)

[ｔ(１ － ｓ)]β－１ꎬ ０ ≤ ｔ≤ ｓ≤１ꎬ
[ｔ(１ － ｓ)]β－１ － (ｔ － ｓ)β－１ꎬ ０ ≤ ｓ≤ ｔ≤１ꎬ{

且满足

ｔβ－１(１ － ｔ) ｓ(１ － ｓ) β－１

Γ(β)
≤ Ｇβ( ｔꎬｓ) ≤

β － １
Γ(β)

ｓ(１ － ｓ) β－１ . (３)

　 　 引理 ３[１２] 　 设 ｈ∈Ｌ１(０ꎬ１)ꎬ１<α≤２ꎬ则非局

部 Ｒ￣Ｓ积分边值问题

－ Ｄα
ｔ ｘ( ｔ) ＝ ｇ( ｔ)ꎬ ｔ∈ (０ꎬ１)

ｘ(０) ＝ ０ꎬ　 　 　 ｘ(１) ＝ ∫１
０
ｓ( ｓ)ｄＡ( ｓ)

ì

î

í

ïï

ïï

(４)

有唯一解 ｘ( ｔ) ＝ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ｇ( ｓ)ｄｓꎬ

其中

Ｈ( ｔꎬｓ) ＝ ｔα－１

１ － Λ
ＧＡ( ｓ) ＋ Ｇα( ｔꎬｓ)ꎬ

ＧＡ( ｓ) ＝ ∫１
０
Ｇα( ｔꎬｓ)ｄＡ( ｓ)ꎬΛ ＝ ∫１

０
ｔα－１ｄＡ( ｓ)ꎬ

且存在两常数 ａꎬｂ 使得

ａｔα－１ＧＡ( ｓ) ≤ Ｈ( ｔꎬｓ) ≤ ｂｔα－１ꎬｓꎬｔ∈ [０ꎬ１] .

注:不难看出 ｂ 可取
２
Γ(α)

.

引理 ４ 　 设 ｈ∈Ｌ１(０ꎬ１)ꎬ且 ｈ≥０ꎬ则边值

问题
－ Ｄβ

ｔ(ϕｐ( － Ｄα
ｔ ｘ))(ｔ) ＝ ｈ(ｔ)ꎬｔ∈(０ꎬ１)ꎬ

ｘ(０) ＝ ０ꎬＤα
ｔ ｘ(０) ＝ Ｄα

ｔ ｘ(１) ＝ ０ꎬ

ｘ(１) ＝ ∫１
０
ｘ(ｓ)ｄＡ(ｓ)ꎬ

ì

î
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(５)

有唯一正解

ｘ( ｔ) ＝ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ) ∫１

０
Ｇβ( ｓꎬτ)ｈ(τ)ｄτ)( )

ｑ－１
ｄｓ.

　 　 证明　 令－Ｄα
ｔ ｘ＝ｗꎬϕｐ(ｗ)＝ ｖꎬ由引理 ２知

－ Ｄβ
ｔ ｖ( ｔ) ＝ ｈ( ｔ)ꎬｔ∈ (０ꎬ１)

ｖ(０) ＝ ｖ(１) ＝ ０{
有唯一解

ｖ( ｔ) ＝ ∫１
０
Ｇβ( ｔꎬｓ)ｈ( ｓ)ｄｓ.

而－Ｄα
ｔ ｘ＝ｗ＝ϕ

－１
ｐ (ｖ)ꎬ故问题(５)的解满足

－ Ｄαｘ( ｔ) ＝ ϕｑ(∫１
０
Ｇβ( ｔꎬｓ)ｈ( ｓ)ｄｓ)ꎬｔ∈ (０ꎬ１)

ｘ(０) ＝ ０ꎬｘ(１) ＝ ∫１
０
ｘ( ｓ)ｄＡ( ｓ) .

ì

î
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又由引理 ３知此方程的解为

ｘ( ｔ) ＝ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ ∫１

０
Ｇβ( ｓꎬτ)ｈ(τ)ｄτ)( ) ｄｓ.

由于 Ｇβ>０ꎬｈ≥０ꎬ故有

ｘ( ｔ) ＝ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ) ∫１

０
Ｇβ( ｓꎬτ)ｈ(τ)ｄτ( )

ｑ－１
ｄｓ.

(６)
假设:(Ｈ０) ｆ( ｔꎬｕ):[０ꎬ１] ×[０ꎬ∞ ]→(０ꎬ＋∞ )连

续ꎬ关于两个变量单调不减ꎬ存在常数 ０<δ< １
ｑ－１

和 Ｍ>０使得

ｓｕｐ
ｔ∈[０ꎬ１]ꎬｕ > ０

ｆ( ｔꎬｕ)
(ｕ ＋ １) δ

æ

è
ç

ö

ø
÷≤ Ｍ. (７)

(Ｈ１)有界变差函数 Ａ 满足:
０ ≤ Λ≤ １ꎬ且∀ｓ∈ [０ꎬ１]ꎬＧＡ( ｓ) ≥ ０.

设巴拿赫空间 Ε＝Ｃ[０ꎬ１]具有范数

８７
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‖ｘ‖ ＝ ｍａｘ{ｘ( ｔ):ｔ∈ [０ꎬ１]} .
令子空间 Ｐ＝{ｘ∈Ｅ:存在两个非负数 ｌｘꎬＬｘ 使得

ｌｘ ｔα
－１≤ｘ( ｔ)≤Ｌｘ ｔα

－１ꎬ ｔ∈[０ꎬ１]}ꎬ则 Ｐ 是 Ｅ 上的

锥.又定义算子 Ｔ 满足:

Ｔｘ(ｔ)＝ ∫１
０
Ｈ(ｔꎬｓ) ∫１

０
Ｇβ(ｓꎬτ)ｆ((τꎬｘ(τ))ｄτ( )

ｑ－１
ｄｓ.

于是ꎬＴ 在 Ｅ 上的不动点就是边值问题(１)的解.
引理 ５　 假设(Ｈ０) ~ (Ｈ１)成立ꎬ则 Ｔ:Ｐ→Ｐ

是连续紧算子.
证明∀ｘ∈Ｐꎬ由(Ｈ０)和引理 ２、３得

Ｔ(ｘ(ｔ)) ≤ ｂｔα－１∫１
０
∫１
０
Ｇβ(ｓꎬτ)ｆ(１ꎬｘ(τ))ｄτ( )

ｑ－１
ｄｓ≤

ｂｔα－１∫１
０
∫１
０
Ｇβ( ｓꎬτ)Ｍ[ｘ(τ) ＋ １] δｄτ( )

ｑ－１
ｄｓ≤

ｂＭ ｑ－１(１ ＋ Ｌｘ)δ(ｑ
－１) ∫１

０

β － １
Γ(β)

τ(１ － τ)β－１ｄτæ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ－１

ｔα－１≤

ｂＭｑ－１(１ ＋ Ｌｘ) δ(ｑ－１) ｔα－１

＝ Ｌ∗ｘ ｔα
－１ꎬ

这里 Ｌ∗ｘ ＝ ｂＭｑ－１(１＋Ｌｘ) δ(ｑ－１) β－１
Γ(β)

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ－１

.

同时ꎬ结合不等式(３)有

Ｔ(ｘ(ｔ) ≥ ａｔα－１∫１
０
Ｇ Ａ(ｓ) ∫１

０
Ｇβ(ｓꎬτ)ｆ(０ꎬ０)ｄτ( )

ｑ－１
ｄｓ≥

ａｔα－１[ ｆ(０ꎬ０)] ｑ－１∫１
０
ＧＡ( ｓ) ×

∫１
０

ｓβ－１(１ － ｓ)τ(１ － τ) β－１

Γ(β)
ｄτæ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ－１

ｄｓ≥

ａ ｆ(０ꎬ０)
Γ(β ＋ ２)

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ－１

ｔα－１ ×

∫１
０
ＧＡ( ｓ) ｓ(β

－１)(ｑ－１)(１ － ｓ) ｑ－１ｄｓ

＝ ｌ∗ｘ ｔα
－１ꎬ

其中

ｌ∗ｘ ＝ ａ ｆ(０ꎬ０)
Γ(β ＋ ２)

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ－１

×

∫１
０
ＧＡ( ｓ) ｓ(β

－１)(ｑ－１)(１ － ｓ) ｑ－１ｄｓ.

于是ꎬ∀ｘ∈Ｐꎬ存在两常数 ｌ∗ｘ 和 Ｌ∗ｘ 使得

ｌ∗ｘ ｔα
－１ ≤ Ｔｘ( ｔ) ≤ Ｌ∗ｘ ｔα

－１ꎬｔ∈ [０ꎬ１]ꎬ
即 Ｔ 将有界集映为有界集.由 Ａｒｚｅｌａ￣Ａｓｃｏｌｉ 定理

和 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理即可得 Ｔ:Ｐ→Ｐ 是连续

紧算子.

２　 主要结果与证明

定理 ６　 在假设(Ｈ０) ~ (Ｈ１)之下ꎬ若

γ < ｍｉｎ
ｒ

( ｆ(１ꎬ０)) ｑ－１ꎬ
１

Ｍｑ－１{ } ꎬ (８)

则边值问题(１)必存在正解ꎬ其中

γ ＝ ｂ β － １
Γ(β ＋ ２)

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ－１

ꎬｒ ＝＝ γＭｑ－１

１ － γＭｑ－１ꎬｂ ＝ ２
Γ(α)

.

证明　 首先证明存在一常数 ｒ 使得

Ｔ(Ｐ[０ꎬｒ]) ⊂ Ｐ[０ꎬｒ] .
当 ｘ( ｔ)≡０时ꎬｆ( ｔꎬ０)关于 ｔ 连续且单调不减ꎬ故
在 ｔ∈[０ꎬ１]上必有最大值 ｆ(１ꎬ０)ꎬ为有限数.此
时有

‖Ｔｘ(０)‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬ１] ∫

１

０
Ｈ( ｔꎬｓ) ∫１

０
Ｇβ( ｓꎬτ) ｆ(τꎬ０)ｄτ( )

ｑ－１
ｄｓ{ }≤

ｂ∫１
０
∫１
０

β － １
Γ(β)

τ(１ － τ) β－１ ｆ(１ꎬ０)ｄτæ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ－１

ｄｓ≤

ｂ β － １
Γ(β ＋ ２)

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ－１

( ｆ(１ꎬ０)) ｑ－１ < ｒ.

　 　 反之ꎬ只要‖ｘ‖≤ｒꎬ则有‖Ｔｘ( ｔ)‖＝

ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬ１] ∫

１

０
Ｈ(ｔꎬｓ) ∫１

０
Ｇβ(ｓꎬτ)ｆ(τꎬｘ(τ))ｄτ{ )

ｑ－１
ｄｓ{ }≤

ｂ∫１
０
∫１
０

β － １
Γ(β)

τ(１ － τ) β－１Ｍ( ｒ ＋ １) δｄτæ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ－１

ｄｓ≤

ｂ β － １
Γ(β ＋ ２)

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ－１

( ｒ ＋ １) δ(ｑ－１) <

ｂ β － １
Γ(β ＋ ２)

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ－１

Ｍｑ－１( ｒ ＋ １) ＝ ｒ. (９)

可见 Ｔ(Ｐ[０ꎬｒ])⊂Ｐ[０ꎬｒ] .
下证存在一迭代序列{ｕ(ｎ)( ｔ)}ꎬ单调递增且

有上界ꎬ即有极限.令
ｕ(０)( ｔ) ＝ ０ꎬｕ(１)( ｔ) ＝ Ｔｕ(０)( ｔ) ＝ ０ꎬ
ｕ(ｎ)( ｔ) ＝ Ｔｕ(ｎ－１)( ｔ)ꎬｎ ＝ １ꎬ２ꎬ.

由于 Ｔ(Ｐ[０ꎬｒ])⊂Ｐ[０ꎬｒ]且 ｕ(０)( ｔ)＝ ０∈Ｐ[０ꎬ
ｒ]ꎬ故 ｕ(１)( ｔ)∈Ｐ[０ꎬｒ]ꎬ即有

ｕ(１)( ｔ) ＝ Ｔｕ(０)( ｔ) ≥ ｕ(０)( ｔ) .
同时ꎬ由(Ｈ０)知 Ｔｕ 关于 ｕ 单调不减ꎬ故有

ｕ(２)( ｔ) ＝ Ｔｕ(１)( ｔ) ≥ Ｔｕ(０)( ｔ) ＝ ｕ( ｔ)( ｔ) .
运用数学归纳法得到

ｕ(ｎ) > ｕ(ｎ－１)ꎬｎ ＝ １ꎬ２ꎬ.
因此ꎬ存在 ｘ∗∈Ｐ[０ꎬｒ]使得

ｕ(ｎ) → ｘ∗ .
由 Ｔ 的连续性及 ｕ(ｎ)＝ Ｔｕ(ｎ－１)知 Ｔｘ∗ ＝ ｘ∗ꎬ即 ｘ∗是
边值问题(１)的解.

注:　 事实上ꎬ由于 ｘ∗∈Ｐ[０ꎬｒ]ꎬ故存在两常

数 ｌ０ 和 Ｌ０ 使得

ｌ０ ｔα
－１ ≤ ｘ∗( ｔ) ≤ Ｌ０ ｔα

－１ꎬｔ∈ [０ꎬ１]

３　 结论与例子

本文考虑了含有 ｐ￣拉普拉斯算子及 Ｒ￣Ｓ积分

９７
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边界条件的非局部边值问题ꎬ引进了更为一般的

非线性函数 ｆ( ｔꎬｕ).通过运用锥上全连续算子的

不动点理论及单调迭代方法ꎬ得到边值问题存在

正解的充分条件.如果 ｆ( ｔꎬｕ)关于两变量单调不

减ꎬ且满足不等式(７)和(８)ꎬ则问题(１)必存在正

解 ｘ∗( ｔ).
例　 考虑边值问题

－ Ｄ
３
２
ｔ (ϕ ３

２
( － Ｄ

４
３ ｘ))( ｔ) ＝ ｌｎ(２ ＋ ｔ ＋ ｘ( ｔ))ꎬ

ｔ∈ (０ꎬ１)ꎬ

ｘ(０) ＝ ０ꎬＤ
４
３
ｔ ｘ(０) ＝ Ｄ

４
３
ｔ ｘ(１) ＝ ０ꎬ

ｘ(１) ＝ ∫１
０
ｘ( ｓ)ｄＡ( ｓ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

　 　 其中

Ａ( ｔ) ＝

０ꎬ ｔ∈ [０ꎬ １
２
]ꎬ

２ꎬ ｔ∈ [ １
２
ꎬ ３
４
]ꎬ

１ꎬ ｔ∈ [ ３
４
ꎬ１] .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

对应方程 (１)有:β ＝ ３
２
ꎬα ＝ ４

３
ꎬ ｐ ＝ ３

２
ｆ ( ｔꎬ ｕ) ＝

ｌｎ(２＋ｔ＋ｕ) .不难验证:

Λ ＝ ∫１
０
ｔα－１ｄＡ( ｓ) ＝ ２ × １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３
－ １ × ３

４
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３

< １

且∀ｓ∈[０ꎬ１]ꎬＧＡ( ｓ)≥０.经计算得 ｑ ＝ ５
３
ꎬｂ ＝

２

Γ( ４
３
)
＝ ２.２３９ ５ꎬΓ(β＋２)＝ Γ( ７

２
)≈３.３２３ ４ꎬγ≈

０.６３３ ５ꎬ取 δ ＝ １ꎬ则 Ｍ ＝ ０.５５ꎬ ｒ ＝ ０.７３９ ９ꎬ[ ｆ(１ꎬ

０)]
２
３ ＝(ｌｎ３)

２
３ ＝ １.０６５ ３ꎬγＭ

２
３ ＝ ０.４２５ ３<１.

显然 γ≈０.６３３ ５<０.７３９ ９
１.０６５ ３

≈０.６９４ ６.定理中的

条件均满足ꎬ故在区间[０ꎬ０.７３９９] 上存在正解.
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