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一类 ２ｎ 阶非线性奇异边值问题的对称正解
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摘　 要:考虑一类 ２ｎ阶非线性奇异边值问题.应用不动点定理ꎬ在非线性条件下给出

合适的条件并获得对称正解.将一些最近的结果进行扩展和改进.此外ꎬ还给出了一

个示例来演示新的结果.
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０　 引　 言

近年来ꎬ高阶非线性奇异边值问题引起了相

当的关注[１￣６]ꎬ一些学者致力于寻找对称的正解.
例如ꎬＹ.Ｌｕｏ[１]和 Ｘ.Ｌｉｎ[２]采用迭代方法ꎬ研究了

以下 ２ｎ 阶非线性奇异边值问题(ＢＶＰｓ的简称)
(－ １)ｎｕ(２ｎ)(ｔ)＝ ｆ(ｔꎬｕ(ｔ))ꎬｔ∈(０ꎬ１)

ｕ(２ｋ)(０)＝ ｕ(２ｋ)(１)＝ ０ꎬｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬꎬｎ － １ꎬ{ (１)

其中: ｆ ｔꎬｕ( ) 相对于 ｕ是非递增或非递减的ꎬ ｎ≥
２ ꎬ ｆ( ｔꎬｕ) ∈ Ｃ ０ꎬ１( ) × ０ꎬ ＋ ¥[ ) ꎬ ０ꎬ ＋ ¥[ )( ) ꎬ
他们进一步对 ｆ( ｔꎬｕ) 进行以下假设:

(Ｈ) ｆ: ０ꎬ１( ) × [０ꎬ¥) → [０ꎬ¥) 是连续的.当
ｔꎬｕ( ) ∈ ０ꎬ１( ) × [０ꎬ¥) ꎬ ｆ ｔꎬｕ( ) 在 ｔ 中是对称

的ꎬ即 ｆ 满足 ｆ １ － ｔꎬｕ( ) ＝ ｆ ｔꎬｕ( ) ꎬｔ∈ ０ꎬ１( ) .
(ＨＡ) 当 ｔꎬｕ( ) ∈ ０ꎬ１( ) × ０ꎬ¥[ ) ꎬｆ ｔꎬｕ( ) 在

ｕ 上是非减的ꎬ并且存在常数 λ１ ∈ (０ꎬ１) 使得
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σ１ λ１ ｆ ｔꎬｕ( ) ≤ ｆ ｔꎬσ１ｕ( ) ꎬ当 σ１ ∈ ０ꎬ１( ] .
(ＨＢ)当 ( ｔꎬｕ) ∈ ０ꎬ１( ) × ０ꎬ¥[ ) ꎬｆ ｔꎬｕ( ) 在

ｕ 上是非增的ꎬ并且存在常数 λ２ ∈ (０ꎬ１) 使得

ｆ ｔꎬσ２ｕ( ) ≤ σ２ λ２ ｆ ｔꎬｕ( ) ꎬ当 σ２ ∈ ０ꎬ１( ] .
将文献[１]和文献[２]中主要结论复述如下:
定理 １[１] 　 假设(Ｈ) 和(ＨＡ)成立ꎬＢＶＰｓ(１)

至少具有一个对称正解当且仅当

０ < ∫１
０
ｆ( ｔꎬｅ( ｔ))ｄｔ < ¥. (２)

　 　 定理 ２[２] 　 假设(Ｈ) 和(ＨＢ)成立ꎬＢＶＰｓ(１)
至少具有一个对称正解当且仅当式(２)成立.

定义 １　 ｕ∗是 ＢＶＰｓ(１)的一个对称正解ꎬ当
且仅当 ｕ∗是 ＢＶＰｓ(１)的解和满足

ｕ∗( ｔ) ＝ ｕ∗ １ － ｔ( ) ꎬｔ∈ [０ꎬ１]ꎬ
ｕ∗( ｔ) > ０ꎬｔ∈ (０ꎬ１) .

考虑另外一种情况ꎬ对 ｕ 来说ꎬ ｆ ｔꎬｕ( ) 不需

要在 ０ꎬ¥[ ) 单调.更进一步地说ꎬ满足以下条件:

(Ｈ ) ｆ: ０ꎬ１( ) × ０ꎬ¥[ ) → ０ꎬ¥[ ) 是连续的.
当 ｔꎬｕ( ) ∈ ０ꎬ１( ) × ０ꎬ¥[ ) 时ꎬ ｆ( ｔꎬｕ) 关于 ｔ 对
称ꎬ即 ｆ 满足

ｆ １ － ｔꎬｕ( ) ＝ ｆ ｔꎬｕ( ) ꎬｔ∈ ０ꎬ１[ ] . (３)
　 　 此外ꎬ ｆ ｔꎬｕ( ) 相对于 ｕ 有唯一的极值点

ｕ ( ｔ) ꎬ当 ｔꎬｕ( ) ∈ ０ꎬ１( ) × ０ꎬ¥[ ) 时ꎬ并且存在数

Ｌ > １使得

０ ≤ Ｌｅ( ｔ) ≤ ｕ ( ｔ)ꎬｔ∈ ０ꎬ１( ) .

(Ｈ１) ｕ 是 ｆ ｔꎬｕ( ) 关于 ｕ 的一个极大值点ꎬ对

任意 ｔ ∈ ０ꎬ１( ) 时.当 ｔꎬｕ( ) ∈ ０ꎬ１( ) × ０ꎬｕ [ ) ꎬ
存在一个常数 λ１ ∈ (０ꎬ１) 使得

σ１ λ１ ｆ ｔꎬｕ( ) ≤ ｆ ｔꎬσ１ｕ( ) 当σ１ ∈ ０ꎬ１( ] (４)
　 　 以及ꎬ

０ < ∫１
０
ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓ≤ ４ｎ－１ Ｌ１＋λ１－２　 λ１ ꎬ (５)

其中 Ｌ 是定义在(Ｈ )上的.

(Ｈ２) ｕ 是 ｆ ｔꎬｕ( ) 关于 ｕ 的一个极小值点ꎬ对

任意 ｔ ∈ ０ꎬ１( ) 时.当 ｔꎬｕ( ) ∈ ０ꎬ１( ) × ０ꎬｕ [ ) ꎬ
存在一个常数 λ２ ∈ (０ꎬ１) 使得

ｆ ｔꎬσ２ｕ( ) ≤ σ２ λ２ ｆ ｔꎬｕ( ) 当σ２ ∈ ０ꎬ１( ] (６)
以及ꎬ

０ < ∫１
０
ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓ≤ ４ｎ－１ Ｌ１＋λ２－２ λ２ ꎬ (７)

其中 Ｌ 是定义在(Ｈ )上的.

１　 主要结果

现在给出主要结果:

定理 ３ 　 假设(Ｈ )和(Ｈ１)成立.那么 ＢＶＰｓ
(１)至少具有一个对称正解.

定理 ４ 　 假设(Ｈ )和(Ｈ２)成立.那么 ＢＶＰｓ
(１) 至少具有一个对称正解.

注 １:从条件 ( ＨＡ )和 ( ＨＢ )可以看出函数

ｆ ｔꎬｕ( ) 在 ０ꎬ ＋ ¥[ ) 被限制为单调的.在本文中ꎬ
只需要函数 ｆ ｔꎬｕ( ) 对于 ｕ 有唯一的极值点.如果

函数 ｆ ｔꎬｕ( ) 相对于 ｕ∈ (０ꎬ¥) 是单调的ꎬ那么可

以认为极点 ｕ 是趋于 ¥ꎬ这意味着Ｈ 中定义的常数

Ｌ 可能是 ¥.因此ꎬ式(５) 和 式(７) 可以写为

０ < ∫１
０
ｅ(τ)∫１

０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ <

∫１
０
∫１
０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ < ¥ꎬ (８)

　 　 这意味着式 (２) 成立.也就是说ꎬ如果考虑到

无限大的极值点ꎬ本文的条件就是 ( ＨＡ ) 和

(ＨＢ).因此ꎬ定理 ３ 和定理 ４ 在此意义上拓展了

定理 １和定理 ２.

２　 初步结果

现在定义一类格林函数

Ｇ ｉ( ｔꎬｓ) ＝ ∫１
０
Ｇ ｔꎬτ( ) Ｇ ｉ －１(τꎬｓ)ｄτꎬｉ ＝ ２ꎬ３ꎬꎬｎꎬ

(９)
其中

Ｇ１( ｔꎬｓ) ＝ Ｇ( ｔꎬｓ) ＝
ｔ １ － ｓ( ) ꎬ０ ≤ ｔ≤ ｓ≤ １ꎬ
ｓ １ － ｔ( ) ꎬ０ ≤ ｓ≤ ｔ≤ １ꎬ{

(１０)
　 　 以及

ｅ( ｔ) ＝ Ｇ ｔꎬｔ( ) ＝ ｔ １ － ｔ( ) ꎬｔ∈ ０ꎬ１[ ] (１１)
　 　 因此ꎬ由文献[２]可得如果 ｕ( ｔ) 是 ＢＶＰｓ(１)
的一个解ꎬ则也是式(１２)的解.

ｕ( ｔ) ＝ ∫１
０
Ｇｎ( ｔꎬｓ) ｆ ｓꎬｕ( ｓ)( ) ｄｓ. (１２)

　 　 为了证明主要结果ꎬ引入以下引理.
引理 １[１] 　 对任意 ｔꎬｓ∈ (０ꎬ１) ꎬ有

ｅ( ｔ)ｅ( ｓ) ≤ Ｇ( ｔꎬｓ) ≤ Ｇ ｔꎬｔ( ) ＝ ｅ( ｔ) ≤ １
４
ꎬ

(１３)
　 　 以及

Ｇｎ １ － ｔꎬ１ － ｓ( ) ＝ Ｇｎ( ｔꎬｓ)ꎬｎ≥ １. (１４)

３７
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　 　 引理 ２　 假设 ０ < λ < １.则

１ ＋ λ － ２ 　 λ > ０
　 　 以及

１
２
≤ １ ＋ ２λ － ２ 　 λ ≤ １. (１５)

　 　 证明　 令

ｇ１ λ( ) ＝ １ ＋ λ － ２ 　 λ ꎬｇ２ λ( ) ＝ １ ＋ ２λ － ２ 　 λ
　 　 那么ꎬ对任意 λ∈ ０ꎬ１( ) ꎬ有

ｇ′１ λ( ) ＝ １ － １
　 λ

< ０ 和ｇ′２ λ( ) ＝ ２ － １
　 λ
(１６)

其中当 λ∈ ０ꎬ１( ) 时ꎬ ｇ１ λ( ) 是递减的.因此ꎬ对
任意 λ∈ ０ꎬ１( ) 有 ｇ１ λ( ) > ０ꎬ因为 ｇ１ １( ) ＝ ０.

另一方面ꎬ由 式 (１６) 可以得出 λ ＝ １
４

是

ｇ２ λ( ) 的唯一最小点ꎬ且 ｇ２
１
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

２
ꎬ ｇ２ ０( ) ＝

ｇ２ １( ) ＝ １ꎬ表示式 １５( ) 成立.证明完毕.

引理 ３　 假设 (Ｈ ) 和 (Ｈ１) 成立.则

∫１
０
∫１
０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ <

Ｌ１＋λ１－２　 λ１ ꎬ (１７)
　 　 并存在正常数 ｌ１ < １使得

ｌ１ １
＋λ１－２　 λ１ < ∫１

０
ｅ(τ)∫１

０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ×

ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτꎬ (１８)

其中 Ｌꎬλ１ 是分别定义在 (Ｈ ) 和 (Ｈ１) 上的.
证明 　 从式 (９) ~ 式 (１１)ꎬ 式 ５( ) 和 式

(１３) 可以得出

∫１
０
∫１
０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ ＝

∫１
０
ｆ( ｓꎬｅ( ｓ)) ∫１

０
Ｇｎ－１(τꎬｓ)ｄτ( ) ｄｓ≤

１
４ｎ－１∫

１

０
ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓ≤ Ｌ１＋λ１－２　 λ１

表示 式(１７) 成立.
从 式(９) ~ 式(１１) 和 式(１３) 可以得到:

Ｇ２( ｔꎬｓ) ≥ ∫１
０
ｅ(τ)ｅ( ｔ)ｅ(τ)ｅ( ｓ)ｄτ ＝

ｅ( ｔ)ｅ( ｓ)∫１
０
ｅ２(τ)ｄτ ＝

ｅ( ｔ)ｅ( ｓ)∫１
０
τ２ (１ － τ) ２ｄτ ＝ １

３０
ｅ( ｔ)ｅ( ｓ) .

　 　 通过数学归纳法ꎬ可得:

Ｇｎ－１( ｔꎬｓ) ≥
１
３０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－２

ｅ( ｔ)ｅ( ｓ) .

　 　 则

∫１
０
ｅ(τ)∫１

０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ≥

１
３０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－２

∫１
０
ｅ２(τ)∫１

０
ｅ( ｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ ＝

１
３０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

∫１
０
ｅ( ｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ. (１９)

　 　 由式 ５( ) 很容易得到:

∫１
０
ｅ( ｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓ > ０

　 　 令

０ < ｌ１ < ｍｉｎ { １ꎬ é

ë

ê
ê

１
３０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

∫１
０
ｅ( ｓ) ×

ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓ
ù

û

ú
ú

１
１＋λ１－２

　 λ１ } . (２０)

则ꎬ从 式(１９) 可以得到式 １８( ) 成立.

引理 ４　 假设 (Ｈ ) 和(Ｈ２)成立.那么

∫１
０
∫１
０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ < Ｌ１＋λ２－２　 λ２ ꎬ

并且存在正常数 ｌ２ < １使得

ｌ２ １
＋λ２－２　 λ２ <

∫１
０
ｅ(τ)∫１

０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτꎬ

其中 Ｌꎬλ２ 是分别定义在(Ｈ ) 和(Ｈ２)上的.
证明　 从式 (９) ~式(１１)ꎬ式(７)和式(１３)

可以得出

∫１
０
∫１
０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ ＝

∫１
０
ｆ( ｓꎬｅ( ｓ)) ∫１

０
Ｇｎ－１(τꎬｓ)ｄτ( ) ｄｓ≤

１
４ｎ－１∫

１

０
ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓ≤ Ｌ１＋λ２－２　 λ２

　 　 表 示 ∫１
０
∫１
０

Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ <

Ｌ１＋λ２－２　 λ２ 成立.
从式(９) ~式(１１)和式(１３)可以得到:

Ｇ２( ｔꎬｓ) ≥ ∫１
０
ｅ(τ)ｅ( ｔ)ｅ(τ)ｅ( ｓ)ｄτ ＝

ｅ( ｔ)ｅ( ｓ)∫１
０
ｅ２(τ)ｄτ ＝

ｅ( ｔ)ｅ( ｓ)∫１
０
τ２ (１ － τ) ２ｄτ ＝ １

３０
ｅ( ｔ)ｅ( ｓ) .

　 　 通过数学归纳法ꎬ可得:

Ｇｎ－１( ｔꎬｓ) ≥
１
３０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－２

ｅ( ｔ)ｅ( ｓ) .
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　 　 则

∫１
０
ｅ(τ)∫１

０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ≥

１
３０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－２

∫１
０
ｅ２(τ)∫１

０
ｅ( ｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ ＝

１
３０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

∫１
０
ｅ( ｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ.

　 　 由式 ５( ) 很容易得到:

∫１
０
ｅ( ｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓ > ０

　 　 令

０ < ｌ２ < ｍｉｎ { １ꎬ é

ë

ê
ê

１
３０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ－１

∫１
０
ｅ( ｓ) ×

ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓ
ù

û

ú
ú

１
１＋λ２－２

　 λ２ } .
　 　 则ꎬ ｌ２ １

＋λ２－２　 λ２ < ∫１
０
ｅ(τ)∫１

０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬ

ｅ( ｓ))ｄｓｄτꎬ成立.完成了证明.

３　 结果的证明

令 Ｅ 为 Ｂａｎａｃｈ空间 Ｃ(２ｎ)[０ꎬ１] 以及定义

Ｐ１ ＝

ｕ∈ Ｅ:ｕ(０) ＝ ｕ(１) ＝ ０ꎬ
ｕ( ｔ) ≥ ０ꎬｔ∈ (０ꎬ１)ꎬ

ｕ( ｔ) ＝ ｕ(１ － ｔ)ꎬ
ｌ１ｅ( ｔ) ≤ ｕ( ｔ) ≤ Ｌｅ( ｔ)ꎬ

ｔ∈ [０ꎬ１]

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ꎬ (２１)

其中 Ｌꎬｌ１ 分别定义在(Ｈ )和引理 ３ 上.很显然集

合 Ｐ１ 是非空的.实际上ꎬ函数 ｅ( ｔ) ∈ Ｐ１ .
由于定理 ４的证明与定理 ３ 最相似ꎬ所以只

给出定理 ３的证明的细节.
定理 ３的证明: 定义算子 Ｔ:Ｅ→ Ｅ 有

Ｔｕ( ｔ) ＝ ∫１
０
Ｇｎ( ｔꎬｓ) ｆ ｓꎬｕ( ｓ)( ) ｄｓꎬ (２２)

其中 Ｇｎ( ｔꎬｓ) 是由 式(９) 和 式(１０) 定义的.如果

能证明 式(２２) 有不动点 ｕ( ｔ) ꎬ那么 ＢＶＰｓ(１)至
少具有一个对称正解.因此将证明分为以下两个

步骤.
第一步:首先证明算子 Ｔ:Ｐ１ → Ｐ１ 是完全连

续的.
很显然当 ｕ ∈ Ｐ１ 时ꎬ Ｔｕ ∈ Ｅ ꎬ有 Ｔｕ ０( ) ＝

Ｔｕ １( ) ＝ ０ꎬ以及 Ｔｕ( ｔ) > ０ꎬｔ∈ ０ꎬ１( ) .
由 式(３)ꎬ式(１４) 和 式(２２) ꎬ以及参考文献

１[ ] 中 ３.７( ) 的方法ꎬ可以得

Ｔｕ １ － ｔ( ) ＝ Ｔｕ( ｔ)ꎬｔ∈ ０ꎬ１[ ] .

　 　 对任意 ｕ ∈ Ｐ１ ꎬ由式(９)ꎬ 式(６) ꎬ 式(５) ꎬ

式(１５) ꎬ式(２２) ꎬ(Ｈ ) 和 (Ｈ１) 可以得到

Ｔｕ( ｔ) ＝ ∫１
０
∫１
０
Ｇ ｔꎬτ( ) Ｇｎ－１(τꎬｓ)ｄτｆ ｓꎬｕ( ｓ)( ) ｄｓ≤

∫１
０
Ｇ ｔꎬｔ( ) ∫１

０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ ｓꎬｕ( ｓ)( ) ｄｓｄτ≤

∫１
０
ｅ( ｔ)∫１

０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ ｓꎬＬｅ( ｓ)( ) ｄｓｄτ≤

Ｌλ１∫１
０
∫１
０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτｅ( ｔ) ≤

Ｌ１＋２λ１－２　 λ１ ｅ( ｔ) ≤ Ｌｅ( ｔ)ꎬｔ∈ ０ꎬ１[ ] .
　 　 同理ꎬ由式 １９( ) 和式 ２０( ) 可以得到

Ｔｕ( ｔ) ≥ ｌ１ １
＋２λ１－２　 λ１ ｅ( ｔ) ≥ ｌ１ｅ( ｔ)ꎬ
ｔ∈ ０ꎬ１[ ] . (２３)

　 　 因此ꎬ Ｔ:Ｐ１ → Ｐ１ .通过一个标准的方法ꎬ可
以证明 Ｔ:Ｐ１ → Ｐ１ 是完全连续的.

第二步:证明算子 Ｔｕ( ｔ) 有一个不动点

ｕ( ｔ) ∈ Ｐ１ .
令

δ ＝ ｌ１
１－ 　 λ１
１＋ 　 λ１ꎬγ ＝ Ｌ

１－ 　 λ１
１＋ 　 λ１ (２４)

　 　 则

δ > ｌ１ꎬγ < Ｌ.
　 　 定义

ｕ０ ＝ δｅ( ｔ)ꎬｖ０ ＝ γｅ( ｔ)ꎬ
ｕｎ ＝ Ｔ ｕｎ－１ꎬｖｎ ＝ Ｔ ｖｎ－１ꎬｎ ＝ １ꎬ２.

　 　 则

ｌ１ｅ( ｔ) ≤ ｕ０ ≤ ｖ０ ≤ Ｌｅ( ｔ) .
　 　 可说明

ｕ０ ≤ ｕ１ ≤ ｕｎ ｖｎ－１ ≤≤ ｖ１ ≤ ｖ０
(２５)

　 　 以及

Ｌｉｍ
ｎ→¥

ｖｎ － ｕｎ( ) ＝ ０ (２６)

　 　 由式 (４)ꎬ式(１９)ꎬ式(２０)ꎬ式(２２)ꎬ式(２３)
和式 ２４( ) 可以得到

ｕ１ ＝ Ｔ ｕ０( ｔ) ＝ ∫１
０
Ｇｎ( ｔꎬｓ) ｆ ｓꎬδｅ( ｓ)( ) ｄｓ≥

δλ１∫１
０
Ｇｎ( ｔꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓ≥

δλ１∫１
０
ｅ(τ)∫１

０
Ｇｎ－１( ｔꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτｅ( ｔ) ≥

δλ１ ｌ１ １
＋λ１－２　 λ１ ｅ( ｔ) ＝

δλ１ δ１－λ１ｅ( ｔ) ＝ ｕ０ ≥ ｌ１ｅ( ｔ)
　 　 同理ꎬ可以证明

ｕ１ ≤ ｖ０ ≤ Ｌｅ( ｔ) ≤ ｕ ꎬ

５７
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这意味着 ｕ１ ∈ Ｐ１ .由于在 ｕ ∈ ０ꎬｕ ( ) 时ꎬ
ｆ( ｔꎬｕ) 是非减的ꎬ则

ｕ２ ＝ Ｔ ｕ１( ｔ) ＝ ∫１
０
Ｇｎ( ｔꎬｓ) ｆ( ｓꎬｕ１( ｓ))ｄｓ≥

∫１
０
Ｇｎ( ｔꎬｓ) ｆ ｓꎬｕ０( ｓ)( ) ｄｓ ＝ ｕ１ .

　 　 同理ꎬ可得

ｕｋ ∈ Ｐ１ꎬｕｋ ≥ ｕｋ－１ꎬｋ ＝ １ꎬ２ꎬꎬ (２７)
ｖｋ ∈ Ｐ１ꎬｖｋ ≤ ｖｋ－１ꎬｋ ＝ １ꎬ２ꎬ. (２８)

　 　 另一方面ꎬ 由式 ２７( ) ꎬ 式(２８) 以及数学归

纳法和 ｆ( ｔꎬｕ) 在 ｕ∈ [０ꎬｕ ] 上的单调性ꎬ可得:
ｕｎ ≤ ｖｎꎬｎ ＝ １ꎬ２ꎬ.

　 　 因此ꎬ式(２５)成立.令 ｃ０ ＝
δ
γ
ꎬ则ꎬ ０ < ｃ０ < １.

参考文献[１]中(３.１５)的方法ꎬ可以得到

０ ≤ ｖｎ － ｕｎ ≤ １ － ｃ０ λ
ｎ
１( ) γｅ( ｔ) → ０ꎬｎ→ ¥.

因此ꎬ式(２５) 和式 ２６( ) 成立ꎬ表示存在一

个 ｕ∗∈Ｐ１使得 ｕ∗( ｔ)＝ Ｔｕ∗( ｔ) ꎬ也正好是 ＢＶＰｓ
(１)的一个对称正解.证明完毕.

４　 例　 子

举例来说明主要结果.
例 １　 考虑以下边值问题

－ ｕ(６)( ｔ) ＝ ｔ １ － ｔ( )
ｕ
１
４ ( ｔ)

１ ＋ ｕ２( ｔ)
ꎬｔ∈ ０ꎬ１( )

ｕ(２ｉ) ０( ) ＝ ｕ(２ｉ) １( ) ＝ ０ꎬｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ꎬ

(２９)
　 　 其中

ｆ ｔꎬｕ( ) ＝ ｔ １ － ｔ( )
ｕ
１
４ ( ｔ)

１ ＋ ｕ２( ｔ)
ꎬｔ∈ ０ꎬ１( ) .

(３０)

　 　 很容易证明 ｕ ＝
　 ７
７

是式 ３０( ) 的一个最大

点ꎬ 并且函数具有最大值 ｔ(１ － ｔ) ７
７
８

８
. ｆ( ｔꎬｕ) 在

ｕ∈ ０ꎬ
　 ７
７

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上是单调递增的ꎬ在 ｕ ∈

　 ７
７
ꎬ¥

æ

è
ç

ö

ø
÷

是单调递减的.取 λ ＝ １
４
ꎬ则

ｆ ｔꎬσｕ( ) ＝ ｔ(１ － ｔ) σ
１
４ ｕ

１
４

１ ＋ σ２ ｕ２
≥

ｔ(１ － ｔ) σ
１
４ ｕ

１
４

１ ＋ ｕ２
＝ σ

１
４ ｆ( ｔꎬｕ)

其中 ｕ∈ ０ꎬ
　 ７
７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ σ∈(０ꎬ１) .由引理 １可令 Ｌ ＝

４ 　 ７
７
ꎬ则 Ｌｅ( ｔ) ≤ ｕ ꎬ使得(Ｈ ) 成立.很容易证明

０ < ∫１
０
∫１
０
Ｇｎ－１(τꎬｓ) ｆ( ｓꎬｅ( ｓ))ｄｓｄτ≤

∫１
０
∫１
０
ｓ
５
４ (１ － ｓ)

５
４ ｄｓｄτ <

４
９

< Ｌ１＋λ－２　 λ ꎬ

使得(Ｈ１)成立.由定理 ３ 可知ꎬ边值问题 ２９ 至少

具有一个对称正解.同理ꎬ如果 ｇ(ｘꎬｕ) ＝ － ｆ(ｘꎬ
ｕ) ꎬ那么ꎬ通过定理 ４ꎬ也可获得了边值问题 ２９至
少具有一个对称的正解.
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