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摘　 要:研究 Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ￣ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ发生率下具有感染时滞的 ＨＩＶ 模型ꎬ通过考虑感

染时滞对已有的模型进行修正ꎻ利用时滞微分方程的稳定性理论主要研究感染平衡

点的稳定性和 Ｈｏｐｆ分支ꎬ通过数值模拟验证所得结论.
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０　 引　 言

近年来ꎬＨＩＶ感染模型的研究[１￣５]成为了国内

外学者普遍关注的问题.这些研究为 ＨＩＶ 的有效

治疗提供了很好的指导.在文献[１]中ꎬ作者建立

了如式(１)具有潜伏细胞的 ＨＩＶ模型
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＝ λ － βｘ( ｔ)ｖ( ｔ) － μｘ( ｔ) ＋ δｗ( ｔ)ꎬ
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(１)
其中 ｘ( ｔ)ꎬｗ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)ꎬｖ( ｔ)分别代表 ｔ 时刻易感

染的 ＣＤ４＋Ｔ 细胞的数量、潜伏的 ＣＤ４＋Ｔ 细胞的数

量、感染的 ＣＤ４＋ Ｔ 细胞数量和自由病毒数量ꎻλ
表示易感染的 ＣＤ４＋Ｔ 细胞的生成率ꎻμꎬηꎬα 分布

表示易感染的 ＣＤ４＋Ｔ 细胞、潜伏的 ＣＤ４＋Ｔ 细胞、
感染的 ＣＤ４＋Ｔ 细胞的死亡率ꎬγ 表示病毒的清除

率ꎻδ 表示潜伏细胞恢复成易感细胞的比率ꎻϕ 表

示潜伏细胞到感染细胞的转化率ꎻσ 表示自有病

毒的生成率ꎻβｘ( ｔ)ｖ( ｔ)表示易感细胞被感染成潜

伏细胞的发生率.在该文献中ꎬ作者对模型的全局

稳定性进行了研究.
然而ꎬ近年来的一些研究表明ꎬ双线性的发生

率并不能很好的描述 ＨＩＶ病毒感染细胞的过程.因
此在文献[２]中ꎬ作者引入了 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅱ型发生率

βｘ(ｔ)ｖ(ｔ)
１＋ｍｘ(ｔ)

ꎬ并考虑感染时滞ꎬ对模型的稳定性以及

Ｈｏｐｆ分支做了研究.在文献[６]中作者采用了 Ｂｅｄ￣

ｄｉｎｇｔｏｎ￣ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ 发生率
βｘ(ｔ)ｖ(ｔ)

１＋ｍｘ(ｔ)＋ｎｖ(ｔ)
ꎬ并研究

了系统的稳定性.
以上的一些研究都得到了较好结果.本文通过

考虑感染时滞和抗感染类药物的作用ꎬ对模型(１)
进行修正.由于药物的浓度只和服用药物的剂量以

及时间相关ꎬ因此假设药物对病毒感染的抑制率为

ｑ.那么病毒的感染率就变成
(１－ｑ)βｘ(ｔ－τ)ｖ(ｔ－τ)
１＋ｍｘ(ｔ－τ)＋ｎｖ(ｔ－τ)

.

由此建立式(２)的模型

ｄｘ( ｔ)
ｄｔ

＝ λ － (１ － ｑ)βｘ( ｔ － τ)ｖ( ｔ － τ)
１ ＋ ｍｘ( ｔ － τ) ＋ ｎｖ( ｔ － τ)

－ μｘ( ｔ) ＋ δｗ( ｔ)ꎬ

ｄｗ( ｔ)
ｄｔ

＝ (１ － ｑ)βｘ( ｔ － τ)ｖ( ｔ － τ)
１ ＋ ｍｘ( ｔ － τ) ＋ ｎｖ( ｔ － τ)

－ (δ ＋ η ＋ ϕ)ｗ( ｔ)ꎬ

ｄｙ( ｔ)
ｄｔ

＝ ϕｗ( ｔ) － αｙ( ｔ)ꎬ

ｄｖ( ｔ)
ｄｔ

＝ σｙ( ｔ) － γｖ( ｔ) .
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(２)

其中 τ 表示感染时滞.其它各参数的意义与模型

(１)中相同.在以往的许多文献[３￣５]中ꎬ作者们已经

对许多种 ＨＩＶ 模型的无病平衡点的稳定性做了

分析ꎬ因此本文主要讨论感染平衡点的稳定性以

及 Ｈｏｐｆ分支的存在性.

１　 感染平衡点的稳定性以及 Ｈｏｐｆ
分支的存在性

　 　 利用文献[７￣１０]中的方法论讨论感染平衡点

的稳定性.首先ꎬ设系统系统(２)的感染平衡点为

Ｅ∗ ＝(ｘ∗ꎬｗ∗ꎬｙ∗ꎬｖ∗)ꎬ显然 Ｅ∗满足方程

λ － (１ － ｑ)βｘ∗ｖ∗

１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗
－ μｘ∗ ＋ δｗ∗ ＝ ０ꎬ

(１ － ｑ)βｘ∗ｖ∗

１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗
－ (δ ＋ η ＋ ϕ)ｗ∗ ＝ ０ꎬ

ϕｗ∗ － αｙ∗ ＝ ０ꎬ
σｙ∗ － γｖ∗ ＝ ０.
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　 　 首先我们可以求得

ｙ∗ ＝ (１ － ｑ)λβϕσ － αγ(δ ＋ η ＋ ϕ)(μ ＋ ｍλ)

(１ － ｑ)ασβ(η ＋ ϕ) ＋ α(δ ＋ μ ＋ ϕ)[ｎμδ － ｍγ(η ＋ ϕ) α
ϕ
]
.

　 　 进一步可得系统的感染平衡点为

Ｅ∗ ＝ (ｘ∗ꎬｗ∗ꎬｙ∗ꎬｖ∗) ＝
ϕλ － (η ＋ ϕ)αｙ∗

ϕμ
ꎬ α
ϕ
ｙ∗ꎬｙ∗ꎬσ

γ
ｙ∗æ

è
ç

ö

ø
÷ .

　 　 只要

(Ｈ１)　
ϕλ － (η ＋ ϕ)αｙ∗

ϕμ
> ０ꎬｙ∗ > ０ꎬ

系统(２)就存在唯一的正平衡点.
假设条件 Ｈ１ 成立ꎬ那么系统存在正平衡点.

在平衡点处将系统线性化可得系统(２)对应的线

７６
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性系统为

ｄｘ( ｔ)
ｄｔ

＝ － μｘ( ｔ) ＋ － (１ － ｑ)βｖ∗(１ ＋ ｎｖ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗) ２

ｘ( ｔ － τ) ＋ δｗ( ｔ) ＋ － (１ － ｑ)βｘ∗(１ ＋ ｍｘ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗) ２

ｖ( ｔ － τ)ꎬ

ｄｗ( ｔ)
ｄｔ

＝ (１ － ｑ)βｖ∗(１ ＋ ｎｖ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗) ２

ｘ( ｔ － τ) － (δ ＋ η ＋ ϕ)ｗ( ｔ) ＋ (１ － ｑ)βｘ∗(１ ＋ ｍｘ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗) ２

ｖ( ｔ － τ)ꎬ

ｄｙ( ｔ)
ｄｔ

＝ ϕｗ( ｔ) － αｙ( ｔ)ꎬ

ｄｖ( ｔ)
ｄｔ

＝ σｙ( ｔ) － γｖ( ｔ) .
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其特征方程为

λ ＋ μ ＋ (１ － ｑ)βｖ∗(１ ＋ ｎｖ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗)２

ｅ－λτ － δ ０ (１ － ｑ)βｘ∗(１ ＋ ｍｘ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗)２

ｅ－λτ

－ １(１ － ｑ)βｖ∗(１ ＋ ｎｖ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗)２

ｅ－λτ λ ＋ δ ＋ η ＋ ϕ ０
－ (１ － ｑ)βｘ∗(１ ＋ ｍｘ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗)２

ｅ－λτ

０ － ϕ λ ＋ α ０
０ ０ － σ λ ＋ γ

＝ ｜ λＩ － Ａ ｜ ＝ ０.

即

λ４ ＋ ａ１λ３ ＋ ａ２λ２ ＋ ａ３λ ＋ ａ４ ＋ (ｂ１λ３ ＋
ｂ２λ２ ＋ ｂ３λ ＋ ｂ４)ｅ

－λτ ＝ ０ꎬ (３)
其中

ａ１ ＝ μ ＋ δ ＋ η ＋ ϕ ＋ α ＋ γꎬ
ａ２ ＝ μ(δ ＋ η ＋ ϕ ＋ α ＋ γ) ＋
(δ ＋ η ＋ ϕ)(α ＋ γ) ＋ αγꎬ
ａ３ ＝ αγ(δ ＋ η ＋ ϕ) ＋ μαγ ＋

μγ(δ ＋ η ＋ ϕ) ＋ μα(δ ＋ η ＋ ϕ)ꎬ
ａ４ ＝ μαγ(δ ＋ η ＋ ϕ)ꎬ

ｂ１ ＝
(１ － ｑ)βｖ∗(１ ＋ ｎｖ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗) ２

ꎬ

ｂ２ ＝ (η ＋ ϕ ＋ α ＋ γ) (１
－ ｑ)βｖ∗(１ ＋ ｎｖ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗) ２

ꎬ

ｂ３ ＝ (αγ ＋ ηγ ＋ ϕｒ ＋ ηα ＋ ϕα) ×
(１ － ｑ)βｖ∗(１ ＋ ｎｖ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗) ２

－

σϕ (１
－ ｑ)βｘ∗(１ ＋ ｍｘ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗) ２

ꎬ

ｂ４ ＝ αγ(η ＋ ϕ) (１
－ ｑ)βｖ∗(１ ＋ ｎｖ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗) ２

－

σϕμ (１
－ ｑ)βｘ∗(１ ＋ ｍｘ∗)
(１ ＋ ｍｘ∗ ＋ ｎｖ∗) ２

.

当 τ＝ ０时ꎬ方程(３)变为

λ４ ＋ (ａ１ ＋ ｂ１)λ３ ＋ (ａ２ ＋ ｂ２)λ２ ＋
(ａ３ ＋ ｂ３)λ ＋ (ａ４ ＋ ｂ４) ＝ ０ꎬ (４)

　 　 通过观察方程(４)的系数容易得到

ａ１ ＋ ｂ１ > ０ꎬ(ａ１ ＋ ｂ１)(ａ２ ＋ ｂ２) － (ａ３ ＋ ｂ２) > ０.

　 　 因此根据 Ｈｕｒｗｉｔｚ判据ꎬ若方程(４)的系数满

足条件

(Ｈ２)　

ａ１ ＋ ｂ１ ａ３ ＋ ｂ３ ０
１ ａ２ ＋ ｂ２ ａ４ ＋ ｂ４
０ ａ１ ＋ ｂ１ ａ３ ＋ ｂ３

> ０ꎻ

ａ１ ＋ ｂ１ ａ３ ＋ ｂ３ ０ ０
１ ａ２ ＋ ｂ２ ａ４ ＋ ｂ４ ０
０ ａ１ ＋ ｂ１ ａ３ ＋ ｂ３ ０
０ １ ａ２ ＋ ｂ２ ａ４ ＋ ｂ４

> ０ꎬ

则方程(４)所有根都具有严格负实部.可得到

引理 １　 当 Ｈ２ 成立且 τ ＝ ０ 时ꎬ系统(２)在正

平衡点处是局部渐近稳定的.
当 τ≠０时ꎬ假设 λ ＝ ｉω 是特征方程(３)的一

个纯虚根ꎬ代入方程可得

ω４ － ａ１ω３ ｉ － ａ２ω２ ＋ ａ３ωｉ ＋ ａ４ ＝
(ｂ１ω３ ｉ ＋ ｂ２ω２ － ｂ３ωｉ － ｂ４)(ｃｏｓ ωτ － ｉｓｉｎ ωτ) .

分离实部和虚部可得

ω４ － ａ２ω２ ＋ ａ４ ＝ (ｂ２ω２ － ｂ４)ｃｏｓ ωτ ＋
(ｂ１ω３ － ｂ３ω)ｓｉｎ ωτꎬ

ａ１ω３ － ａ３ω ＝ (ｂ２ω２ － ｂ４)ｓｉｎ ωτ －
(ｂ１ω３ － ｂ３ω)ｃｏｓ ωτ.

平方相加可得

ω８ ＋ ｃ１ω６ ＋ ｃ２ω４ ＋ ｃ３ω２ ＋ ｃ４ ＝ ０ꎬ (５)
其中

ｃ１ ＝ － ２ａ２ ＋ ａ２１ － ｂ２１ꎻ
ｃ２ ＝ ２ａ４ ＋ ａ２２ － ２ａ１ａ３ － ｂ２２ ＋ ２ｂ１ｂ３ꎻ
ｃ３ ＝ － ２ａ２ａ４ ＋ ａ２３ ＋ ２ｂ２ｂ４ － ｂ２３ꎻ

８６



第 ３１卷第 ３期 刘士男等:Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ￣ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ发生率下具有感染时滞的 ＨＩＶ模型的稳定性及 Ｈｏｐｆ分支

ｃ４ ＝ ａ２４ － ｂ２４ .
　 　 令 ｚ＝ω２ꎬ则方程(５)变为

ｈ( ｚ) ＝ ｚ４ ＋ ｃ１ｚ３ ＋ ｃ２ｚ２ ＋ ｃ３ｚ ＋ ｃ４ ＝ ０. (６)
　 　 于是我们容易得到ꎬ若

(Ｈ３) ａ２４ － ｂ２４ < ０ꎬ
则方程(６)至少存在一个正根.不失一般性ꎬ

假设方程(６)有四个正根 ｚ１ꎬ ｚ２ꎬ ｚ３ꎬ ｚ４ꎬ那么方程

(５)有正根 ω１ꎬω２ꎬω３ꎬω４ .并且我们可以求得

τｋ
ｎ ＝ １

ωｋ
ａｒｃｃｏｓ

(ω４ｋ － ａ２ω２ｋ ＋ ａ４)(ｂ２ω２ｋ － ｂ４) － (ａ１ω３ｋ － ａ３ωｋ)(ｂ１ω３ｋ － ｂ３ωｋ)
(ｂ２ω２ｋ － ｂ４) ２ ＋ (ｂ１ω３ｋ － ｂ３ωｋ) ２

＋ ２ｎπ
ωｋ
ꎬ

其中 ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４ꎻｎ ＝ １ꎬ２ꎬ.取 τ０ ＝ ｍｉｎ( τ１０ꎬτ２０ꎬ
τ３０ꎬτ４０}ꎬω０ 是与 τ０ 对应的方程(５)的根.于是根据

时滞微分方程的稳定性理论得到ꎬ当 τ<τ０ 时系统

保持稳定.
当 τ>τ０ 时ꎬ讨论时滞对线性化系统特征值实

部的影响.
引理 ２　 若

(Ｈ４) ｈ′(ω２０) ≠ ０
成立ꎬ就有

ｓｉｇｎ Ｒｅ ｄλ
ｄτ λ ＝ ｉω０

{ }{ } ＝ ｓｉｇｎ ｈ′(ω２０){ }≠ ０ꎬ

其中 ｈ′(ω２０)＝ ４ω６０＋３ｃ１ω４０＋２ｃ２ω２０＋ｃ３ .
证明:令 λ＝ λ(τ)并在特征方程(３)中两边

对 τ 求导可得

ｄλ
ｄτ

＝
ｅ －λτλ(ｂ１λ３ ＋ ｂ２λ２ ＋ ｂ３λ ＋ ｂ４)

４λ３ ＋ ３ａ１λ２ ＋ ２ａ２λ ＋ ａ３ ＋ ｅ
－λτ(３ｂ１λ２ ＋ ２ｂ２λ ＋ ｂ３) － τｅ －λτ(ｂ１λ３ ＋ ｂ２λ２ ＋ ｂ３λ ＋ ｂ４)

ꎬ

　 　 化简可得

ｄτ
ｄλ

＝
４λ３ ＋ ３ａ１λ２ ＋ ２ａ２λ ＋ ａ３

－ λ(λ４ ＋ ａ１λ３ ＋ ａ２λ２ ＋ ａ３λ ＋ ａ４)
＋

３ｂ１λ２ ＋ ２ｂ２λ ＋ ｂ３)
λ(ｂ１λ３ ＋ ｂ２λ２ ＋ ｂ３λ ＋ ｂ４)

－ τ
λ
.

　 　 当 λ＝ ｉω０ 时ꎬ我们有

ｄτ
ｄλ

＝
－ ４ｉω３０ － ３ａ１ω２０ ＋ ２ａ２ ｉω０ ＋ ａ３

－ ｉω０(ω４０ － ａ１ ｉω３０ － ａ２ω２０ ＋ ａ３ ｉω０ ＋ ａ４)
＋

－ ３ｂ１ω２０ ＋ ２ｂ２ ｉω０ ＋ ｂ３
ｉω０( － ｂ１ ｉω３０ － ｂ２ω２０ ＋ ｂ３ ｉω０ ＋ ｂ４)

－ τ
ｉω０

.

　 　 于是

Ｒｅ ｄτ
ｄλ λ ＝ ｉω０

{ } ＝

Ｒｅ { ４ω３０ － ３ｉａ１ω２０ － ２ａ２ω０ ＋ ａ３ ｉ
ω０(ω４０ － ａ１ ｉω３０ － ａ２ω２０ ＋ ａ３ ｉω０ ＋ ａ４)

＋

３ｂ１ ｉω２０ ＋ ２ｂ２ω０ － ｂ３ ｉ
ω０( － ｂ１ ｉω３０ － ｂ２ω２０ ＋ ｂ３ ｉω０ ＋ ｂ４) } ＝

ｈ′(ω２０)
(ω４０ － ａ２ω２０ ＋ ａ４) ２ ＋ (ａ１ω３０ － ａ３ω０) ２

.

　 　 容易得到

ｓｉｇｎ Ｒｅ ｄλ
ｄτ λ ＝ ｉω０

{ }{ } ＝ ｓｉｇｎ Ｒｅ ｄτ
ｄλ λ ＝ ｉω０

{ }{ } ＝

ｓｉｇｎ ｈ′(ω２０){ } .
　 　 因此容易得到ꎬ引理 ２成立.

根据 Ｈｏｐｆ分支存在性理论[１１]可以得到

定理 ３　 若条件 Ｈ１ꎬＨ２ꎬＨ３ꎬＨ４ 成立ꎬ则( ｉ)

当 ０≤τ<τ０ 时ꎬ系统(２)在正平衡点 Ｅ∗处是局部

渐进稳定的ꎻ( ｉｉ)当 τ>τ０ 时ꎬ系统在 Ｅ∗处不稳

定ꎻ(ｉｉｉ)τ＝τ０ 时ꎬ系统在 Ｅ∗处发生 Ｈｏｐｆ分支.

２　 数值模拟

联系实际情况ꎬ考虑下面的系统

ｄｘ( ｔ)
ｄｔ

＝ ５ － ０.４(１ － ０.５)ｘ( ｔ － τ)ｖ( ｔ － τ)
１ ＋ ０.４ｘ( ｔ － τ) ＋ ０.２ｖ( ｔ － τ)

－

０.１ｘ( ｔ) ＋ ０.２ｗ( ｔ)ꎬ
ｄｗ( ｔ)
ｄｔ

＝ ０.４(１ － ０.５)ｘ( ｔ － τ)ｖ( ｔ － τ)
１ ＋ ０.４ｘ( ｔ － τ) ＋ ０.２ｖ( ｔ － τ)

－

(０.２ ＋ ０.３ ＋ ０.２)ｗ( ｔ)ꎬ
ｄｙ( ｔ)
ｄｔ

＝ ０.２ｗ( ｔ) － ０.１ｙ( ｔ)ꎬ

ｄｖ( ｔ)
ｄｔ

＝ ０.４ｙ( ｔ) － ０.１ｖ( ｔ) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

容易求得ꎬ系统的正平衡点为

Ｅ∗ ＝ (７.７０７ ３ꎬ８.４５８ ５ꎬ１６.９１７ １ꎬ６７.６６８ ４) .
　 　 根据第二节内容可以得到

ａ１ ＝ １ꎬａ２ ＝ ０.２４ꎬａ３ ＝ ０.０２２ꎬａ４ ＝ ０.０００ ７ꎻ
ｂ１ ＝ ０.６３３ ８ꎬｂ２ ＝ ０.４４３ ７ꎬｂ３ ＝ ０.０６８ １ꎬｂ４ ＝ ０.００３ ０ꎻ
ｃ１ ＝ ０.１１８ ３ꎬｃ２ ＝ － ０.０９５ ５ꎻｃ３ ＝ － ０.００１ ８ꎻｃ４ ＝
－ ０ ０００ ００８ ５５０ ５.

并由式(５)和式(６)可求得 ω０ ＝ ０.５１６ ０ꎬτ０≈
３.７８.容易验证 Ｈ１ꎬ Ｈ２ꎬ Ｈ３ꎬ Ｈ４ 是满足的.利用

ＭＡＴＬＡＢ做数值模拟可以得到:当 τ ＝ ３<τ０ 时ꎬ系
统在正平衡点处稳定(如图 １ 所示)ꎻ当 τ ＝ ４>τ０
时ꎬ系统在正平衡点处不稳定(如图 ２所示).

９６
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图 １　 当 τ＝３<τ０ 时ꎬ系统在正平衡点处稳定

Ｆｉｇ.１　 Ｔｈｅ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｓｔａｂｌｅ ｗｈｅｎ τ＝３<τ０

图 ２　 当 τ＝４>τ０ 时ꎬ系统在正平衡点处不稳定

Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｗｈｅｎ τ＝４>τ０

３　 结　 论

在研究中发现ꎬ感染时滞会影响系统的稳定

性进而产生 Ｈｏｐｆ分支ꎻ药物作用主要影响系统正

平衡点的位置ꎬ对系统的临界时滞也有一定的

影响.
在以后的研究中ꎬ把病毒生成时产生的时滞

考虑在内ꎬ建立双时滞的模型.另外还将把药物的

作用进一步细化ꎬ使之与现实情况更加贴近.
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