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次扩散机制下带有交易成本的 Ｍｅｒｔｏｎ 期权定价模型

郭志东

(安庆师范大学 数学与计算科学学院ꎬ安徽 安庆 ２４６０００)

摘　 要:研究了次扩散过程驱动下带有交易成本的 Ｍｅｒｔｏｎ期权定价模型.得到了此模

型下欧式看涨期权所满足的 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ方程ꎬ并给出了欧式看涨期权的定价公式.
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　 　 经典的 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ[１](布莱克—斯克尔斯)
期权定价模型包含两类资产: 风险资产(例如ꎬ一
支股票)和有固定收益率的无风险债券. 在此模

型中ꎬ 股票的价格服从如下的几何布朗运动

ｄＳｔ ＝ μＳｔｄｔ ＋ σＳｉｄＢ( ｔ)ꎬ
这里 Ｂ( ｔ)是标准布朗运动ꎬ期望回报率 μ 和波动

率 σ 都是常数.
虽然经典的 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ模型仍旧广泛应用于

金融衍生产品的的定价中ꎬ但是在过去的几十年中ꎬ

许多实证研究表明股票价格波动的许多典型特点是

它所不能描述的ꎬ 例如ꎬ 重尾倾斜的边缘分布

(ｈｅａｖｙ ｔａｉｌｅｄ ａｎｄ ｓｈｅｗｅｄ ｍａｒｇｉｎａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ)ꎬ长期

相关性 ( ｌｏｎｇ ｒａｎｇｅ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓ )ꎬ 常值周期性

(ｐｅｒｉｏｄｓ ｏｆ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｖａｌｕｅｓ)等. 因此许多学者选择用

其他模型来代替经典的 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ模型[２￣５] .
在没有交易或交易量非常小的新兴市场以及

利率、货币和商品市场中ꎬ资产价格变化经常出现

常值周期性的特征[６￣７] .为了刻画金融数据中出现
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的这一现象ꎬＭ.Ｍａｇｄｚｉａｒｚ[８]把次扩散过程应用于

期权定价问题研究中ꎬ提出了次扩散 Ｂｌａｃｋ￣
Ｓｃｈｏｌｅｓ模型.该模型中假设标的资产的价格:

Ｓα( ｔ) ＝ Ｓ(Ｔα( ｔ)) ＝ Ｓ０ｅμＴα( ｔ)
＋σＢ(Ｔα( ｔ))ꎬ

这里 α∈(０ꎬ１)ꎬＴα( ｔ)为逆 α￣稳定从属过程ꎬ
Ｂ(τ)为标准布朗运动.他证明了在此模型下金融

市场是无套利但不完备的ꎬ并给出了在此模型下

的欧式期权定价公式.
此外ꎬ大量实证研究表明[９￣１０]ꎬ在股票和外汇

市场中ꎬ标的资产价格的运动轨迹是不连续的而

且存在跳跃性.Ｍｅｒｔｏｎ(莫顿) [１０]首先研究了跳扩

散模型下的期权定价问题.本文研究当标的股票

的价格服从下面的随机微分方程

Ｓｔ ＝ Ｓ０ｅμＴα( ｔ)
＋σＢ(Ｔα( ｔ)) ＋ＮｔｌｎＪ (１)

时且带有交易成本的欧式期权定价问题.这里 Ｓ０ꎬ
μ 和 σ 都是常数ꎬＢ( τ)是标准的布朗运动.α∈
１
２
ꎬ１æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＴα( ｔ)为逆 α￣稳定从属过程.Ｎｔ 是跳跃强

度为 λ>０的泊松过程ꎬＪ 非负的随机变量.这里假

设 Ｔα( ｔ)ꎬＢ(τ)和 Ｊ 都是相互独立的.

１　 带有交易成本的欧式期权定价

在下列假设条件下得到当股票价格 Ｓｔ 满足

式(１)时ꎬ欧式看涨期权的定价公式.
( ｉ)标的股票的价格满足式 ( １)ꎬ且 α∈

２
３
ꎬ１æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＪ 是取正值的随机变量且 Ｊ 的对数服从

标准差为 σ′的正态分布.
(ｉｉ)存在交易费用ꎬ 且交易费用与交易额成正

比例. 即在股票价格为 Ｓｔ 时买入或卖出 Ｄ 份(Ｄ>
０ꎬ 买入ꎻＤ<０ꎬ 卖出)时ꎬ 需要支付的交易费用为

ｋ
２
｜Ｄ ｜Ｓｔ 其中 ｋ 为常数ꎬ 它的值取决于单个的投资

者. 此外ꎬ交易指发生在 ｔ 和 ｔ＋Δｔ 时刻ꎬ在区间(ｔꎬ
ｔ＋Δｔ)里不发生交易. 这就意味着股票当前的价格

Ｓｔ 及份额在区间[ｔꎬｔ＋Δｔ)里保持不变.
( ｉｉｉ) 投资组合 Π 由 Ｄ( ｔ)＝ Ｄ( ｔꎬＳｔ)份股票

和价值为 Ｑ( ｔ)的无风险债券构成ꎬ Πｔ ＝Ｄ( ｔ)Ｓｔ＋
Ｑ( ｔ).Πｔ 每隔 Δｔ 时间调整一次ꎬ 其中 Δｔ 是固定

的小时间段.
( ｉｖ)与离散时间无交易成本时的情况相同ꎬ

这里假设投资组合的预期收益率与期权的预期收

益率相同.
假设无风险债券的收益率为常数ꎬ 即

ΔＱｔ ＝ ｒＱｔΔｔ ＋ ｏ(Δｔ)ꎬ

这里无风险利率 ｒ 为常数.
引理 １[１１] 　 ΔＴα( ｔ)＝ ｏ(Δｔα

－ε)ꎬΔＢ(Ｔα( ｔ))＝

ｏ(Δｔ
１
２ α－ε).
现在ꎬ令 Ｖ＝Ｖ( ｔꎬＳｔ)表示在 ｔ 时刻ꎬ标的股票

价格为 Ｓｔ 时欧式看涨期权的价格ꎬ在假设条件

(ｉ) ~ (ｉｖ)下有:
定理 １　 期权价格 Ｖ＝ Ｖ( ｔꎬＳｔ)满足下面的偏

微分方程:
∂Ｖ
∂ｔ

＝ ｒＳ ∂Ｖ
∂Ｓ

＋
􀭹σ２

２
Ｓ２ ∂

２Ｖ
∂Ｓ２

＋ λＥ[Ｖ(ｔꎬＪＳ) － Ｖ(ｔꎬＳ)] －

λＥ[Ｊ － １]Ｓ ∂Ｖ
∂Ｓ

＝ ０ꎬ

边界条件为

Ｖ(ＴꎬＳＴ) ＝ ｍａｘ{ＳＴ － Ｋꎬ０} .
进一步ꎬ欧式看涨期权的价格为

Ｖ( ｔꎬＳｔ) ＝∑
∞

ｎ ＝ ０

１
ｎ!
ｅ －λ′(Ｔ－ｔ)(λ′(Ｔ － ｔ)) ｎ ×

ＶＢＳ( ｔꎬＳｔꎬσｎꎬｒｎ)ꎬ
其中ꎬ

􀭾σ ＝ [σ２ ｔα－１

Γ(α)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｋＳ２ｔ
２π

ｔα－１

Γ(α)
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

(Δｔ
α
２ －１)]ꎬ

σ２ｎ ＝􀭾σ２ ＋ ｎσ′２

Ｔ － ｔ
ꎬｒｎ ＝ ｒ － λＥ(Ｊ － １) ＋

ｎｌｎ(ＥＪ)
Ｔ － ｔ

ꎬλ′ ＝ λＥＪ.

证明

１) ΔＮｔ ＝ ０ 的概率为 １－λΔｔ.由时间步长 Δｔ
非常小ꎬ则由泰勒公式可知ꎬＳｔ 在长度为 Δｔ 的时

间区间[ ｔꎬｔ＋Δｔ)上的增量为:
ΔＳｔ ＝ Ｓｔ ＋Δｔ － Ｓｔ ＝ Ｓｔ(ｅμΔＴα( ｔ)

＋σΔＢ(Ｔα( ｔ)) － １)

＝ Ｓｔ [μΔＴα( ｔ) ＋ σΔＢ(Ｔα( ｔ)) ＋

１
２
(μΔＴα( ｔ) ＋ σΔＢ(Ｔα( ｔ))) ２ ] ＋

１
６
ｅθ(μΔＴα(ｔ)＋σΔＢ(Ｔα(ｔ)))Ｓｔ(μΔＴα(ｔ) ＋ σΔＢ(Ｔα(ｔ)))３ꎬ

这里 θ＝ θ( ｔꎬω)是与过程 Ｓｔ 相关的一个随机变

量ꎬω∈Ωꎬθ∈(０ꎬ１) .

由假设 α> ２
３
及引理 １:

１
２
(μΔＴα( ｔ) ＋ σΔＢ(Ｔα( ｔ))) ２ ＝

１
２
σ２(ΔＢ(Ｔα( ｔ))) ２ ＋ ｏ(Δｔ) (２)

１
６
ｅθ(μΔＴα( ｔ) ＋σΔＢ(Ｔα( ｔ)))Ｓｔ(μΔＴα( ｔ) ＋

９３
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σΔＢ(Ｔα( ｔ))) ３ ＝ ｏ(Δｔ
３
２ α－ε) ＝ ｏ(Δｔ) . (３)

　 　 因此ꎬ由等式(２)和等式(３)可得:
ΔＳｔ ＝ μＳｔΔＴα( ｔ) ＋ σＳｔΔＢ(Ｔα( ｔ)) ＋
１
２
σ２Ｓｔ(ΔＢ(Ｔα( ｔ))) ２ ＋ ｏ(Δｔ)ꎬ

(ΔＳｔ) ２ ＝ μＳｔΔＴα( ｔ) ＋ σＳｔΔＢ(Ｔα( ｔ)) ＋
１
２
σ２Ｓｔ(ΔＢ(Ｔα( ｔ))) ２ ＋ ｏ(Δｔ)ꎬ

　 　 进一步ꎬ

ΔＶ(ｔꎬＳｔ)＝
∂Ｖ
∂ｔ
Δｔ ＋ ∂Ｖ

∂Ｓｔ
ΔＳｔ ＋

１
２
∂２Ｖ
∂Ｓ２ｔ
(ΔＳｔ)２ ＋ ｏ(Δｔ)ꎬ

ΔＤ(ｔꎬＳｔ)＝
∂Ｄ
∂ｔ
Δｔ ＋ ∂Ｄ

∂Ｓｔ
ΔＳｔ ＋

１
２
∂２Ｄ
∂Ｓ２ｔ
(ΔＳｔ)２ ＋ ｏ(Δｔ).

　 　 ２)ΔＮｔ ＝１的概率为 λΔｔꎬ 假设在时间区间[ ｔ＋
Δｔ)内股票价格只在当前时刻 ｔ 发生一次跳跃ꎬ有

Ｓｔ ＋ ＝ Ｓ０ｅμΔＴα( ｔ)
＋σΔＢ(Ｔα( ｔ)) ＋ ｌｎ Ｊꎬ

Ｓｔ ＋Δｔ ＝ Ｓ０ｅμΔＴα( ｔ
＋Δｔ) ＋σΔＢ(Ｔα( ｔ ＋Δｔ)) ＋ ｌｎ Ｊꎬ

　 　 并且ꎬ
ΔＳｔ ＋ ＝ Ｓｔ ＋Δｔ － Ｓｔ ＋ ＝ Ｓｔ ＋[ｅμΔＴα( ｔ)

＋σΔＢ(Ｔα( ｔ)) － １]ꎬ
ΔＳｔ ＝ Ｓｔ ＋Δｔ － Ｓｔ ＝ Ｓｔ ＋Δｔ － Ｓｔ ＋ ＋ Ｓｔ ＋ － Ｓｔ ＝
Ｓｔ ＋[ｅμΔＴα( ｔ)

＋σΔＢ(Ｔα( ｔ)) － １] ＋ Ｓｔ ＋ － Ｓｔꎬ
ΔＶ( ｔꎬＳｔ) ＝ Ｖ( ｔ ＋ ΔｔꎬＳｔ ＋Δｔ) － Ｖ( ｔꎬＳｔ ＋) ＋

Ｖ( ｔꎬＳｔ ＋ － Ｖ( ｔꎬＳｔ) ＝

Ｖ( ｔꎬＳｔ ＋ － Ｖ( ｔꎬＳｔ) ＋ ∂Ｖ
∂ｔ
Δｔ ＋

∂Ｖ
∂Ｓｔ ＋
ΔＳｔ ＋ ＋ １

２
∂２Ｖ
∂Ｓ２ｔ ＋
(ΔＳｔ ＋) ２ ＋ ｏ(Δｔ)ꎬ

ΔＤ( ｔꎬＳｔ) ＝ Ｄ( ｔꎬＳｔ ＋) － Ｄ( ｔꎬＳｔ) ＋ ∂Ｄ
∂ｔ
Δｔ ＋

∂Ｄ
∂Ｓｔ ＋
ΔＳｔ ＋ ＋ １

２
∂２Ｄ
∂Ｓ２ｔ ＋
(ΔＳｔ ＋) ２ ＋ ｏ(Δｔ)ꎬ

　 　 由假设(ｉｉｉ)有

ΔΠ ｔ ＝ Ｄ( ｔ)ΔＳｔ ＋ ΔＱ１ －
ｋ
２

｜ ΔＤ( ｔ) ｜ Ｓｔꎬ

　 　 而由假设(ｉｖ)可知ꎬ
Ｅ(ΔΠ) ＝ Ｅ(ΔＶ)ꎬ (４)

　 　 又由泊松过程 Ｎｔ 的性质和关于跳跃的假设

可得:

Ｅ(ΔΠ) ＝ Ｅ(Ｄ(ｔ)ΔＳｔ ＋ ΔＱｔ －
ｋ
２

｜ ΔＤ(ｔ) ｜ Ｓｔ) ＝

(１ － λΔｔ)Ｅ[Ｄ(ｔ)ΔＳｔ ＋ ΔＱｔ －
ｋ
２
｜ ΔＤ(ｔ) ｜ Ｓｔ] ＋

λΔｔＥ(Ｄ( ｔ)Ｓｔ ＋(ｅμΔＴα( ｔ)
＋σΔＢ(Ｔα( ｔ)) － １) ＋ ΔＱｔ －

ｋ
２
Ｓｔ ｜ Ｄ(ｔꎬＳｔ＋) － Ｄ(ｔꎬＳｔ) ＋ ∂Ｄ

∂ｔ
Δｔ ＋ ∂Ｄ

∂Ｓｔ＋
ΔＳｔ＋ ＋

１
２
∂２Ｄ
∂Ｓ２ｔ ＋
(ΔＳｔ ＋) ２ ＋ ｏ(Δｔ) ｜ ]ꎬ (５)

Ｅ(ΔＶ) ＝ (１ － λΔｔ)Ｅ[ΔＶ( ｔꎬＳｔ)] ＋
λΔｔＥ[ΔＶ( ｔꎬＳｔ)]

＝ (１ － λΔｔ)Ｅ[∂Ｖ
∂ｔ
Δｔ ＋ ∂Ｖ

∂Ｓｔ
ΔＳｔ ＋

１
２
∂２Ｖ
∂Ｓ２ｔ
(ΔＳｔ) ２ ＋ ｏ(Δｔ)] ＋

λΔｔＥ[Ｖ( ｔꎬＳｔ ＋) － Ｖ( ｔꎬＳｔ) ＋
∂Ｖ
∂ｔ
Δｔ ＋ ∂Ｖ

∂Ｓｔ ＋
ΔＳｔ ＋ ＋ １

２
∂２Ｖ
∂Ｓ２ｔ ＋
(ΔＳｔ ＋) ２ ＋ ｏ(Δｔ)]

(６)
在这里股票的当前价格 Ｓｔ 是已知的.

下面计算 Ｅ
ｋＳｔ

２
｜ ΔＤ( ｔ) ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

Ｅ
ｋＳｔ

２
｜ ΔＤ(ｔ) ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝
(１ － λΔｔ)ｋＳｔ

２
Ｅ(｜ ΔＤ(ｔ) ｜ ) ＋

(λΔｔ)ｋＳｔ

２
Ｅ( ｜ ΔＤ( ｔ) ｜ )

＝
(１ － λΔｔ)ｋＳｔ

２
Ｅ (∂Ｄ∂ｔ Δｔ ＋

∂Ｄ
∂Ｓｔ
ΔＳｔ ＋

１
２
∂２Ｄ
∂Ｓ２ｔ
(ΔＳｔ) ２ ＋ ｏ(Δｔ) ) ＋

(λΔｔ)ｋＳｔ

２
Ｅ(Ｄ( ｔꎬＳｔ ＋) － Ｄ( ｔꎬＳｔ) ＋ ∂Ｄ

∂ｔ
Δｔ ＋

∂Ｄ
∂Ｓｔ ＋
ΔＳｔ ＋ ＋ １

２
∂２Ｄ
∂Ｓ２ｔ ＋
(ΔＳｔ ＋) ２ ＋ ｏ(Δｔ))

＝
ｋＳ２ｔ σ

２π
｜ ∂

２Ｖ
∂Ｓ２

｜ ｔ
１
２ α－

１
２

Γ(α)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (Δｔ)

α
２ ＋ ｏ(Δｔα)

≈
ｋＳ２ｔ σ

２π
｜ ∂

２Ｖ
∂Ｓ２

｜ ｔ
１
２ α－

１
２

Γ(α)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (Δｔ)

α
２ (７)

　 　 这里 Ｄ( ｔꎬＳｔ)＝
∂Ｖ
∂Ｓｔ
.

则由等式(４) ~式(７)可得

∂Ｖ
∂ｔ

＋ ｒＳ ∂Ｖ
∂Ｓ

＋ σ２

２
ｔα－１

Γ(α)
Ｓ２ ∂

２Ｖ
∂Ｓ２

－ ｒＶ ＋

ｋＳ２ｔ σ

２π
｜ ∂

２Ｖ
∂Ｓ２

｜ ｔ
１
２ α－

１
２

Γ(α)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (Δｔ)

α
２ ＋

λＥ[Ｖ( ｔꎬＪＳ) － Ｖ( ｔꎬＳ)] － λＥ[Ｊ － １]Ｓ ∂Ｖ
∂Ｓ

＝ ０

(８)

　 　 记 Γ ＝ ∂
２Ｖ
∂Ｓ２
ꎬ众所周知ꎬ对于没有交易成本的

０４
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欧式看涨或看跌期权来说 Γ 始终是正值ꎬ因而这

里假设对所有的 ＳｔꎬΓ不改变符号.
令

σ２
 
(ｔ)＝ σ２ ｔα－１

Γ(α)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｋＳ２ｔσ

２π
ｔ
１
２α－

１
２

Γ(α)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (Δｔ

α
２ －１ｓｉｇｎ(Γ)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.

　 　 进而ꎬ如果 Γ>０由文献[１０]我们可得

Ｖ(ｔꎬＳｔ)＝ ∑
∞

ｎ ＝０

１
ｎ!
ｅ－λ′(Ｔ－ｔ)(λ′(Ｔ － ｔ))ｎＶＢＳ(ｔꎬＳｔꎬσｎꎬｒｎ)ꎬ

这里 σ２ｎ ＝􀭾σ２ ＋
ｎσ′２

Ｔ－ｔ
ꎬ ｒｎ ＝ ｒ －λＥ ( Ｊ － １) ＋

ｎｌｎ(ＥＪ)
Ｔ－１

ꎬ

ＶＢＳ(􀅰)为带跳的 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式ꎬ随机变量 Ｊ
的对数服从标准差为 σ′的正态分布.

证毕

注:若出现跳跃时ꎬ标的股票的价格跳到零.
此时即表现为当跳跃发生时随机变量 Ｊ≡０ 的概

率为 １.因而 Ｅ(Ｊ－１)＝ －１ꎬ此时式(８)变成

∂Ｖ
∂ｔ

＋ (ｒ ＋ λ)Ｓ ∂Ｖ
∂Ｓ

＋ σ２

２
ｔα－１

Γ(α)
Ｓ２ ∂

２Ｖ
∂Ｓ２

－ (ｒ ＋ λ)Ｖ ＋

ｋＳ２ｔ σ

２π
｜ ∂

２Ｖ
∂Ｓ２

｜ ｔ
１
２ α－

１
２

Γ(α)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (Δｔ

α
２ －１) ＝ ０

当 Γ>０时ꎬ可得

∂Ｖ
∂ｔ

＋ (ｒ ＋ λ)Ｓ ∂Ｖ
∂Ｓ

＋
􀭹σ２(ｔ)
２

Ｓ２ ∂
２Ｖ
∂Ｓ２

－ (ｒ ＋ λ)Ｖ ＝ ０.

(９)
此时可得欧式看涨期权的价格 Ｖ( ｔꎬＳ)为

Ｖ( ｔꎬＳｔ) ＝ ＳｔＮ(ｄ１) － Ｋｅ －ｒ(Ｔ－ｔ)Ｎ(ｄ２)ꎬ
这里

ｄ１ ＝
ｌｎ

Ｓｔ

Ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｒ ＋ σ^２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｔ － ｔ)

σ^ Ｔ － ｔ
ꎬ

ｄ２ ＝ ｄ１ － σ^ Ｔ － ｔ ꎬσ^２ ＝
∫Ｔ
ｔ
􀭾σ２(τ)ｄτ

Ｔ － ｔ
.

　 　 从式(９)可知ꎬ当出现一次跳跃则股票价格

为零时ꎬ原来的无风险利率 ｒ 将由 ｒ＋λ 来代替ꎬ这
与 Ｍｅｒｔｏｎ的结果是一致的.不同的是波动率 σ 不

再是常数ꎬσ２ 由􀭾σ２( ｔ)代替.

２　 结　 　 论

本文运用期权定价理论和偏微分方程的方法

研究了次扩散机制下带有交易成本的 Ｍｅｒｔｏｎ 期

权定价模型.得到了此模型下欧式看涨期权所满

足的 Ｂｌａｃｋ￣Ｓｃｈｏｌｅｓ 方程.并给出了欧式看涨期权

的定价公式.与 Ｍｅｒｔｏｎ的结果不同的是ꎬ本文所得

到的欧式看涨期权的定价公式中波动率 σ 不再

是常数ꎬ而是􀭾σ２( ｔ).
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