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分次自入射代数 ｓｍａｓｈ 积的箭图

黄宠辉ꎬ郑立景∗

(南华大学 数理学院ꎬ湖南 衡阳 ４２１００１)

摘　 要:箭图的刻画是表示理论的关键问题.对于给定的分次自入射代数ꎬ刻画了它

和循环群的 ｓｍａｓｈ积的箭图和关系.
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０　 引　 言

代数的 ｓｍａｓｈ 积保持代数的许多重要的不变

量ꎬ如复杂度、整体维数、稳定维数[１] 等.是故ꎬ
ｓｍａｓｈ 积受到越来越多的表示论专家的关注ꎬ比
如 Ｄｕｇａｓ 利用 ｓｍａｓｈ 积证明了周期猜想在表示有

限型的情况[２]ꎻ郭晋云教授利用 ｓｍａｓｈ 积构造了
与原代数导出等价的代数[３] .然而ꎬ由于 ｓｍａｓｈ 积

的复杂性ꎬ对于其箭图及关系的刻画还不甚明了.
从 Ｌｏｅｗｙ 长度为 ｌ＋１ 分次自入射代数 Λ 出

发ꎬ刻画了它和 ｌ＋１阶循环群 Ｚ ｌ＋１的 ｓｍａｓｈ积的箭

图及关系ꎬ推广了郭晋云教授在文献[３]中的部

分结果.

１　 预备知识

本文中ꎬ令 ｋ 是一个代数闭域.设 Λ是一个ｋ－
代数ꎬ称 Λ 为一个分次代数ꎬ如果作为向量空间

Λ＝∞
ｔ＝０Λｔ 且满足下面的条件:(１) Λ由 Λ０和 Λ１

生成ꎻ(２) Λ０ ＝ ｎ
ｉ＝０ ｋｅｉ 且 １ ＝ ｅ１ ＋＋ ｅｎ .这样ꎬ

Λ０≅ｋｎ且对于任意的非负整数 ｓꎬ ｔꎬ都有 Λｓ

Λｔ ＝Λｓ＋ｔ .
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用 Ｑ＝(Ｑ０ꎬＱ１)表示箭图ꎬ其中 Ｑ０ 表示顶点

集ꎬＱ１ 表示箭向集.对于给定的分次代数 Λꎬ由
Ｇａｂｒｉｅｌ 定理ꎬ存在唯一的箭图 Ｑ ＝ (Ｑ０ꎬＱ１)ꎬ使得

Λ≅ｋＱ / (ρ)ꎬ其中 ρ 是理想的生成集.
称(Ｑꎬρ)为分次代数的界定箭图.如果 Ｑ 中

的路在 ｋＱ / (ρ)中的像非零ꎬ则称之为界定路.称
该界定箭图为齐次的ꎬ 若对于生成集 ρ 中任意给

的一个元素ꎬ该元素中的路的长度都相同.
给定一个正整数 ｌꎬ对于一个齐次界定箭图

(Ｑꎬρ)ꎬ称它为 Ｌｏｅｗｙ 长度为 ｌ＋１ 的稳定平移箭

图ꎬ如果它满足如下条件:
１)Ｑ 中的极大界定路的长度都为 ｌꎻ
２)Ｑ 中的顶点集 Ｑ０ 上有一个置换 τꎻ
３)从同一个顶点出发的任意两条极大界定

路都是线性相关的ꎻ
４)对于 Ｑ０ 中的每一个顶点 ｉꎬ都有一条从

τ( ｉ)到 ｉ 的极大界定路ꎬ且对于异于 ｉ 的顶点 ｊꎬ不
存在从 τ( ｉ)到 ｊ 的长度为 ｌ 的界定路.

称如上的 τ 为 Ｎａｋａｙａｍａ 平移.对于一个

Ｌｏｅｗｙ长度为 ｌ＋１ 分次代数 Λꎬ它的箭图为 Ｑꎬ则
它是自入射代数的充要条件为 Ｑ 是 Ｌｏｅｗｙ长度为

ｌ＋１的稳定平移箭图ꎬ且其上的 Ｎａｋａｙａｍａ 平移是

由 Λ的 Ｎａｋａｙａｍａ函子诱导的.

２　 Ｓｍａｓｈ积的界定箭图

令 Ｇ 是一个有限群ꎬΛ 是 Ｇ￣分次代数ꎬ则 Λ
与 Ｇ 的 ｓｍａｓｈ积 Λ＃ｋ[Ｇ]∗ ＝ｇ∈ＧΛｐｇ 是一个 ｋ￣
代数ꎬ其乘法定义为 ａｐｇｂｐｈ ＝ ａｂｇｈ－１ｐｈꎬ其中 ａꎬｂ 是

Λ中任意的元素[４] .例如ꎬ令 Λ 是与邓肯图 Ｌｎ 相

对应的预投射代数ꎬ则 Λ 与 ２ 阶循环群 Ｚ２ 的

ｓｍａｓｈ积 Λ＃ｋ[Ｚ２]∗恰好是邓肯图 Ａ２ｎ的预投射

代数.
令(Ｑꎬρ)是一个 Ｌｏｅｗｙ 长度为 ｌ＋１ 的稳定平

移箭图ꎬ构造一个新的箭图 Ｑ＝(Ｑ０ꎬＱ１)如下.
顶点集:

Ｑ０ ＝ {( ｉꎬｎ) ｜ ｉ∈ Ｑ０ꎬｎ∈ Ｚ ｌ ＋１}
　 　 箭向集:

Ｑ１ ＝ {α[ｎ] ∶ ( ｉꎬｎ) → ( ｊꎬｎ ＋ １) ｜ α ∶ ｉ→
ｊ∈ Ｑ１ꎬｎ∈ Ｚ ｌ ＋１} .

如果 ｐ＝αｓα１ 是 Ｑ 中的一条路ꎬ对于 Ｚ ｌ＋１中的每

一个 ｎꎬ定义.定义 ｐ[ｎ] ＝αｓ[ｎ＋ｓ－１]α１[ｎ]关系

集如下.

ρ ＝ {ζ[ｎ] ｜ ζ∈ ρꎬｎ∈ Ｚ ｌ ＋１}ꎬ

其中 ζ[ｎ] ＝∑ ｉ
ａｉｐｉ[ｎ]ꎬ此处 ζ ＝∑ ｉ

ａｉｐｉ∈ ρ. 于

是ꎬ若(Ｑꎬρ)是一个有限箭图ꎬ则 Ｑ ＝ (Ｑ０ꎬＱ１ꎬρ)
亦为有限的.

令 Λ＝Λ０Λｌ 是一个 Ｌｏｅｗｙ 长度为 ｌ＋１
的分次自入射代数ꎬ而(Ｑꎬρ)是它的界定箭图.不
难知道ꎬΛ 是一个 Ｚ ｌ＋１ －分次代数. Λ 和 Ｚ ｌ＋１的

ｓｍａｓｈ积 Λ＃ｋ[Ｚ ｌ＋１]∗是 Λ的自由模ꎬ它的基Ｚ∗ｌ＋１ ＝
{δｋ ｜ ｋ∈Ｚ ｌ＋１}ꎬ其乘法定义为

ｘδｋｙδｌ ＝ ｘｙｋ－ｌδｍꎬ

此处ꎬｘꎬｙ∈Λꎬ ｙ ＝∑ ｌ

ｔ ＝ ０
ｙｔꎬｙｔ∈Λｔ .

定理　 设 Λ是一个 Ｌｏｅｗｙ 长度为 ｌ＋１的分次

自入射代数ꎬ其稳定平移箭图为(Ｑꎬρ)ꎬ其上的

Ｎａｋｙａｍａ平移为 τꎬ则 Λ＃ｋ[Ｚ ｌ＋１]∗是一个 Ｌｏｅｗｙ
长度为 ｌ＋１的分次自入射代数.且下列断言成立.

(１)Λ＃ｋ[Ｚ ｌ＋１]∗的界定箭图为(Ｑꎬρ).

(２)Ｑ 是稳定平移箭图.

(３)记 τ 为 Ｑ 的 Ｎａｋａｙａｍａ 平移ꎬ则 τ( ｉꎬｋ)＝
(τｉꎬｋ－ｌ) .

证明　 由文献[３]ꎬΛ＃ｋ[Ｚ ｌ＋１]∗是一个 Ｌｏｅｗｙ
长度为 ｌ＋１ 的分次自入射代数.于是它的界定箭

图是 Ｌｏｅｗｙ长度为 ｌ＋１ 的稳定平移箭图[３] .下面

说明(Ｑꎬρ)是 ｓｍａｓｈ积的界定箭图.
由于 δｋ 和 Λ０ 中的元素可交换ꎬ故如{ ｅｉ ｜ ｉ∈

Ｑ０}是 Λ的本原正交幂等元的完全集ꎬ必有{ ｅｉδｋ ｜
ｉ∈Ｑ０ꎬｋ∈Ｚ ｌ＋１}是 Λ＃ｋ[Ｚ ｌ＋１]∗的本原正交幂等元

的完全集.
令 ０≠ｘ∈ｅｊΛｅｉ 是 Λ１ 中次数为 １的齐次元素ꎬ

则对于 ０≤ｍꎬｍ′ꎬｍ″≤ ｌꎬ我们有 ｅｊ′ δｍｘδｍ′ ｅｉ′ δｍ″ ＝
ｅｊ′ｘｅｉ′δｍ″≠０当且仅当 ｉ＝ ｉ′ꎬｊ ＝ ｊ′ꎬｍ′＝ｍ″ꎬ且 ｍ＝ｍ′＋
１.由(Λ１Λｌ)ｋ[Ｚｌ＋１]∗是 Λ＃ｋ[Ｚｌ＋１]∗的幂零

理想ꎬ且 Λ＃ｋ[Ｚｌ＋１]∗ / (Λ１Λｌ)ｋ[Ｚｌ＋１]∗是半

单的.记元素 ｅｉδｌ 为( ｉꎬ ｌ)ꎬ则对于 α ∶ ｉ→ ｊ∈Ｑｉꎬ
αδｋ ∶ ＝α[ｋ] ∶ (ｉꎬｋ)→( ｊꎬｋ＋１)是 Λ＃ｋ[Ｚｌ＋１]∗箭图

中的一条箭向.这表明 Λ＃ｋ[Ｚｌ＋１]∗的 Ｇａｂｒｉｅｌ 箭图

恰为 Ｑ＝(Ｑ０ꎬＱ１).
现设 αｌα１ 是 Ｑ 中的一条路ꎬ则 αｌ[ｋ＋ｌ－１]

α２[ｋ＋１]α２[ｋ＋１]α１[ｋ] ＝αｌα１[ｋ]是Ｑ 中的一条

路.并且ꎬΛ中的元素∑ａｓｐｓ ＝ ０ꎬａｓ∈ｋꎬｐｓ 是Ｑ中的

路ꎬ当且仅当∑ａｓｐｓ[ｋ] ＝ ０ꎬｋ ＝ ０ꎬ１ꎬｌ. 故ꎬＱ 中

的路 αｌα１是一条极大界定路的充要条件是对于所

有的 ｋ∈Ｚｌ＋１ꎬ (下转第 ４６页)

７３
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　 　 数值模拟表明:当时滞小于临界时滞 τ０ 时ꎬ
系统是稳定的ꎻ当时滞大于临界时滞 τ０ 时ꎬ系统

是不稳定的ꎻ系统(８)在临界时滞 τ０ 处出现 Ｈｏｐｆ
分岔.进一步ꎬ当时滞大于临界时滞较远时ꎬ激光

系统从 Ｈｏｐｆ 分岔走向混沌.
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都有 αｌα１[ｋ]是 Λ＃ｋ[Ｚ ｌ＋１]∗中的一条极大界定

路.因此ꎬΛ＃ｋ[Ｚ ｌ＋１]∗中起于( τｉꎬｋ)的极大界定

路ꎬ必终止于 ( ｉꎬ ｋ ＋ ｌ)ꎬ ｋ∈ Ｚ ｌ＋１ .特别地ꎬ Λ ＃ ｋ
[Ｚ ｌ＋１]∗中起于同一个顶点的极大界定路终止的

顶点相同且这样的路都是线性相关的.

定义 τ(ｉꎬｋ)＝ (τｉꎬｋ－ｌ)ꎬ由如上讨论可知它诱导

了 Ｑ 的一个自同构.这表明ꎬΛ＃ｋ[Ｚｌ＋１]∗的关系集ρ＝

{ζ[ｎ] ｜ζ∈ρꎬｎ∈Ｚｌ＋１}ꎬ且 Ｑ＝(Ｑ０ꎬＱ１ꎬρ)是一个带有

Ｎａｋａｙａｍａ平移 τ 的稳定平移箭图. 证毕.
例:设 ΛＶ 是一个 ｎ 维向量空间上的外代数.

它是 Ｌｏｅｗｙ 长度为 ｎ＋１ 的分次自入射代数[５]ꎬ由
如上定理可知ꎬ它与 Ｚｎ＋１的 ｓｍａｓｈ 积的箭图及关

系集如下(亦可参见文献[６￣８]).
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