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摘　 要:利用 ＧＥＰ(基因表达式编程)获取最优解的函数发现能力和数学理论的精确

计算能力获得较客观的程序不变量的预置形式ꎬ能够进行目前技术没有处理的函数

型程序不变量的发现生成工作.在函数型程序不变量范围内ꎬ有效地克服了目前程序

不变量发现技术中存在的两个缺点ꎬ即计算盲目性与程序不变量形式预置的主观性.
整个工作可以理解为是对目前程序不变量发现技术的一个扩展ꎬ它拓广了原有技术

可发现的程序不变量种类ꎬ增大了从程序运行轨迹数据中发现更多不变量的可能性.
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０　 引　 言

程序不变量( Ｉｎｖａｒｉａｎｔｓ)是指软件程序运行

时保持不变性质的逻辑断言.严格来讲ꎬ在动态分

析方法中程序不变量应该称为似然程序不变量ꎬ
它描述的是在程序的多次运行中保持不变的性

质.由于采集的数据总是有限的ꎬ所以似然程序不

变量也许是真正的不变量ꎬ也许是伪不变量.动态

发现程序不变量研究的主要目的是通过观察和分

析程序运行数据获取程序不变量ꎬ提供给程序员

作为提高程序质量的重要依据.
通过程序的实际运行轨迹发现其不变性质的
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动态分析方法近年来得到了长足的发展[１￣４]ꎬ其中

影响最大的是 Ｅｒｎｓｔ 等人的系列研究工作.Ｄａｉｋｏｎ
是 Ｅｒｎｓｔ等开发的一个动态发现程序不变量的工

具ꎬ其基本思想是依据专家主观预置不变量集合

并对该集合进行违例排除ꎬ它的不变量都是关于

数据行为合约的断言ꎬ每个断言中变量个数限制

在 ３ 个以下(含 ３ 个).Ｄａｉｋｏｎ 主要检查单个变量

是否恒为常量、是否恒不为 ０、是否恒满足某个函

数(如奇数 ｏｄｄ、求模 ｍｏｄ等)、是否局限在较小的

集合或区间内等ꎬ检查两个或三个变量之间是否

有相等关系、不等关系、次序关系、线性关系

等[５￣８] .分析表明目前的似然程序不变量动态发现

方法比较粗糙ꎬ只能检测一些直观的来自于程序

员经验所及的不变量形式ꎬ这难免会遗漏一些重

要的程序特征.主要体现在两个方面ꎬ一个是检验

遍历的盲目性ꎬ即针对所有预置似然不变量进行

全方位的遍历测试ꎬ其计算量很大且存在大量的

无用计算ꎻ另一个方面是预置似然不变量形式为

人工预测ꎬ具有较大的主观性.因此需要寻找可行

的方法尽可能地从程序运行轨迹数据中进行客观

地分析ꎬ发现出程序中的各种不变性质ꎬ减少因遗

漏造成的不良影响ꎬ同时减少盲目性造成的大量

无用计算.

１　 基于 ＧＥＰ 的程序不变量动态发
现方法核心思想

　 　 程序不变量的形式多种多样ꎬ因此在研究时

需要将程序不变量进行分类ꎬ降低复杂程度以便

于分别进行分析处理.总体上讲ꎬ可以将程序不变

量划分成函数依赖型与非函数依赖型两种类别进

行研究ꎬ其中函数依赖关系是数学研究的一个经

典领域ꎬ有很多的理论、方法可以利用ꎬ本文讨论

的内容集中在这一领域.
对于函数型程序不变量表达式的获取过程ꎬ由

于工作的基础在于采集到的程序运行轨迹数据ꎬ能
够理解为是一个依据实验数据进行建模的过程ꎬ因
而可以在实验建模理论的指导下进行分析.当然ꎬ
如果能够获得一定数学理论的指导ꎬ那肯定可以降

低计算的复杂度ꎬ减少建模的工作量ꎬ可是在实验

数据中所反映的函数类型事先是不清楚的ꎬ这时候

只能够让计算机通过计算和比较ꎬ从庞大的数据点

集合中寻找可能存在的函数表达式ꎬ基因表达式编

程(ＧＥＰ)方法比较好地体现了这种建模思想ꎬ它利

用遗传算法进行迭代计算ꎬ获取误差最小的函数表

达式ꎬ也就是所谓最优解ꎬ因而为我们提供了一条

解决问题的途径ꎬ即最优解有能力反映真实解的函

数类型.但必须强调的是程序运行轨迹数据具有的

一个重要特点:采集过程的零噪声ꎬ它要求获得的

最终结果应该是一个精确解ꎬ这也是程序不变量的

特点ꎬＥｒｎｓｔ在他的相关论文对此有详细的论述ꎬ即
程序不变量不能容纳任何违例[３] .

基于上述分析ꎬ对于函数型程序不变量发现工

作可以进一步划分成三个步骤进行:１)函数型不变

量存在性判定ꎬ即利用数学关系数据理论明确哪些

变量之间存在函数依赖关系ꎬ从而降低后续工作的

盲目性ꎬ提高发现效率ꎻ２)利用存在性判定结果使

用 ＧＥＰ 进行程序不变量形式的发现ꎬ这里又分为

两部分工作:函数依赖型程序不变量和非函数依赖

型程序不变量的形式启发信息的获取.依据获得的

最接近数据内部真实规律的类型信息和相关的参

数ꎬ形成较客观的程序不变量的预置形式信息ꎻ３)
利用上一步获得的具有启发意义的信息ꎬ即函数的

基本类型和相关的参数ꎬ寻找可能的数学理论指导

进行函数表达式的精确确定.

图 １　 基于 ＧＥＰ 的程序不变量动态发现方法框架图

Ｆｉｇ.１　 Ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｄｅｔｅｃｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｐｒｏｇｒａｍ ｉｎｖａｒｉａｎｔｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＧＥＰ
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２　 函数型不变量的存在性判定

函数依赖在关系数据库中是一种通用约束形

式.函数依赖一般被用于在数据库设计的时候表

达关系模式上各属性之间的语义约束ꎬ被用来作

为一种约束指导数据库设计的概念与细节.
函数依赖定义:设 Ｒ(Ｕ)是一个属性集 Ｕ 上

的关系模式ꎬＸ 和 Ｙ 是 Ｕ 的子集.若对于 Ｒ(Ｕ)的
任意一个可能的关系 ｒꎬｒ 中不可能存在两个元组

在 Ｘ 上的属性值相等ꎬ而在 Ｙ 上的属性值不等ꎬ
则称“Ｘ 函数确定 Ｙ”或“Ｙ 函数依赖于 Ｘ”ꎬ记作

Ｘ→Ｙ.
进行函数依赖不变量的存在性判定工作的主

要目的是降低函数形式推导时的盲目性.比如设

某程序观测变量有 Ｎ 个ꎬ分别是 Ｘ１ꎬＸ２ꎬ􀆺ꎬＸＮꎬ但
只存在一个二元函数不变量形式 Ｘ１ ＝Ｘ２＋２ꎬ若依

据函数依赖定义检测已经确定 Ｘ１ 和 Ｘ２ 之间存在

函数依赖关系ꎬ则后续的函数表达式确定工作只

需要在 Ｘ１ 和 Ｘ２ 之间进行ꎬ而不需要检测 Ｃ２Ｎ 组数

据.这样就大大提高了后继工作的效率.文献[９]
中有详细的实验数据支持这一方法对于整体工作

效率的提高具有优越性的结论.

３　 发现算法

算法的任务是为了从程序运行轨迹数据中发

现程序不变量启发信息进而确定程序不变量形

式.要解决的问题包括如何获取程序运行轨迹数

据、程序运行轨迹数据以何种形式存放、区分出非

函数型和函数型似然程序不变量、确定函数型似

然程序不变量的表达形式.
因此完整的算法完成的工作应该是进行程序

的编配、运行编配后程序提取程序运行轨迹并存

入数据库中、利用关系数据理论明确程序运行轨

迹数据中哪些变量之间存在函数依赖关系、形成

函数型和非函数型程序不变量两个处理分支(对
后者留下处理接口)、在存在函数关系的变量集

合中使用 ＧＥＰ 进行函数挖掘获得最接近数据内

部真实规律的函数的类型和相关的参数、寻找可

能的数学理论指导进行函数表达式的精确确定、
使用数据库 ＳＱＬ语言的 ＳＥＬＥＣＴ进行最终结果的

验证.
３.１　 算子定义问题

为了从某个应用领域中的软件程序内发现不

变量ꎬ在应用领域中有很多特殊规律经过前人的

总结已经成为业界的共识ꎬ在算法设计过程中应

该给出机制ꎬ使得算法的用户能够根据自己的需

要自由地选择基本算子.
基本算子可以划分成三类:算符算子、标准函

数算子和自定义算子.
算符算子:{＋ꎬ－ꎬ∗ꎬ / ꎬ＠ ꎬｍｏｄ} / / ＠为取负

标准函数算子: { ｘꎬ １ / ｘꎬ ｓｉｎ ( ｘ)ꎬ ｃｏｓ ( ｘ)ꎬ
ｔａｎ(ｘ)ꎬｅｘꎬｌｏｇ(ｘ)ꎬｌｎ(ｘ)ꎬａｂｓ(ｘ)ꎬｓｑｒｔ(ｘ)􀆺􀆺}.

自定义算子:提出的目的是为了满足在特定

应用领域中的特殊要求ꎬ允许用户根据自己的需

要设定算子ꎬ这一机制将增大算法的灵活性.
算法设计中ꎬ算符算子、标准函数算子和自定

义算子共同形成算子库ꎬ在算法程序运行过程前

除了提供默认算子外ꎬ还应提供机制允许用户选

择程序执行时使用的算子.
３.２　 ＳＱＬ语句池

本文设计的算法是将程序运行轨迹数据存放

于数据库中的ꎬ利用了关系数据理论进行了函数

依赖关系存在性判定工作. ＳＱＬ 语言作为关系数

据库中最普遍使用的语言ꎬ它的查询功能十分强

大ꎬ这一点可以充分地用来进行函数关系的验证

工作.比如ꎬ对于函数 ｙ＝ ｆ(ｘ)ꎬ执行

ＳＥＬＥＣＴ　 ｙ 　 ＦＯＲＭ 轨迹数据库中 ( ｘꎬ ｙ)
ＷＨＥＲＥ ｙ＝ ｆ(ｘ)ꎻ

若选择结果为全集ꎬ即轨迹数据中不存在 ｙ ＝
ｆ(ｘ)的违例ꎬ因而可以认为 ｙ＝ ｆ(ｘ)是一个似然不

变量.
在算法设计中ꎬ采用的是开放性质的 ＳＱＬ 语

句池机制.可以事先定义好典型性质的不变量的

检测 ＳＱＬ 语句存储在语句池中ꎬ也可以根据需要

随时构造 ＳＱＬ语句并存入语句池中.这一方法除

了可以用在函数型程序不变量的检测上ꎬ同样可

以用在非函数型程序不变量的检测上ꎬ这一机制

为我们将两大类型的程序不变量发现工作进行整

合提供了一条有效的途径.
３.３　 算法流程

算法 １:基于 ＧＥＰ 的程序不变量发现算法总

程序

输入:分析对象程序ꎻ
输出:程序不变量.
Ｂｅｇｉｎ
　 初始化算子库和 ＳＱＬ语句池ꎻ
　 获得运行轨迹数据文件ꎻ
　 对运行轨迹数据文件进行格式转换ꎬ得到

轨迹文件数据库数据ꎻ
　 依据函数依赖定义检测获得函数依赖
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集合ꎻ
　 Ｉｆ 函数依赖集合＝
　 Ｔｈｅｎ
　 　 {
　 　 　 转非函数型程序不变量处理程序

接口ꎻ
　 　 　 处理完毕ꎬ算法结束

　 　 }
　 Ｅｌｓｅ
　 　 {
　 　 　 用户从算子库中选择基本算子或使用

程序自动选取的默认算子ꎻ
　 　 　 调用 ＧＥＰ 算法获得函数类型等启发

性信息ꎻ
　 　 　 Ｓｗｉｔｃｈ依据启发性信息确定存在的函

数的类别

　 　 　 {
　 　 　 Ｃａｓｅ为多项式函数:
　 　 　 　 {
　 　 　 　 　 提取启发信息中多项式的最高幂

次 ｎꎻ
　 　 　 　 　 确定多项式形式 ｙ ＝ ａｎｘｎ＋ａｎ－１ｘｎ

－１

＋􀆺＋ａ１ｘ＋ａ０ꎻ
　 　 　 　 　 从轨迹数据中提取 ｎ＋１ 组数据ꎬ

使用待定系数法解联立方程组确定系数 ａｎꎬａｎ－
１ꎬ􀆺ꎬａ１ꎬａ０ꎻ

　 　 　 　 　 将确定的多项式函数 ｙ ＝ ｆ(ｘ)填
入 ＳＱＬ语句池中ꎻ

　 　 　 　 　 执行 ＳＥＬＥＣＴ ｙ ＦＯＲＭ 轨迹数据

库 ＷＨＥＲＥ ｙ＝ ｆ(ｘ)ꎻ
　 　 　 　 　 Ｉｆ 选择结果为全集

　 　 　 　 　 Ｔｈｅｎ ｏｕｔｐｕｔ ｙ ＝ ｆ(ｘ)
　 　 　 　 　 Ｅｌｓｅ ｏｕｔｐｕｔ ｙ ＝ ｆ(ｘ)不成立　 　 / /

这里可以考虑转换成条件不变量

　 　 　 　 　 Ｆｉ
　 　 　 　 　 算法结束

　 　 　 　 }
　 　 　 Ｃａｓｅ 为三角函数:{略}
　 　 　 Ｃａｓｅ 为指数函数:{略}
　 　 　 　 􀆺
　 　 　 Ｄｅｆａｕｌｔ :
　 　 　 　 　 {非多项式的函数型程序不变量

接口ꎻ
　 　 　 　 　 　 / /需要根据不同的类型采取不

同的处理方法ꎻ
　 　 　 　 　 算法结束}
　 　 　 }
　 　 Ｅｎｄ Ｓｗｉｔｃｈ
　 　 }
　 Ｆｉ
Ｅｎｄ

４　 启发信息的获取实验

在本文的算法中ꎬ函数表达式启发信息指的

是函数的类型信息以及相关参数信息.对于原始

数据集中蕴含的不变量形式而言ꎬ进行挖掘之前

是不知道其类型的ꎬ为此这里选择了几个不同形

式的函数作为实验的测试函数ꎬ使用 ＧＥＰ 原理进

行函数表达式的发现.
４.１　 标准多项式型函数的实验数据

传统的 ＧＥＰ 对最高次数较高的标准多项式

型函数的发现率不高ꎬ好在除了传统的 ＧＥＰ 方法

外ꎬ目前已有一些改良的 ＧＥＰ 算法可以提高发现

的成功率ꎬ如对于多项式函数ꎬ文献[９]中提出并

实现了一种基于 ＧＥＰ 的并列函数关系挖掘算法

ＰＰＭ(Ｐａｒａｌｌｅｌ Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍｉｎｉｎｇ)ꎬ其核心思想是

文献[１０]中提出的重叠基因表达ꎬ通过实验证明

基于此思想的多基因进化技术在速度上是单基因

ＧＥＰ 算法的 ２.５ ~ ９.４ 倍ꎬ在高次函数发现的成功

率方面提高至少一个数量级.
对于多项式程序不变量ꎬ传统的多项式挖掘

ＰＭ主要是针对现有的数据以单一的多项式进行

匹配ꎬ而 ＰＰＭ则寻求多个并列函数因子的乘积 ｆ１
(ｘ)×ｆ２(ｘ)×􀆺×ｆｎ(ｘ)来进行匹配.作为其特例ꎬ当
ｆ(ｘ)和每个 ｆｉ(ｘ)都是多项式函数时ꎬ这一方法实

现了用多个低阶多项式来拟合一个具有较高阶的

多项式.
表 １是文献[１０]中使用 ＰＰＭ 算法实现的部

分实验数据ꎬ从表 １ 中分析实验 １ 至实验 ３ 的结

果可以获得两个方面的信息ꎬ一方面是 ＧＥＰ 具有

能力从实验数据中获得其内部蕴含的函数关系的

基本类型信息ꎬ另一方面是获得的结果表达式并

不是一个完全精确的结果ꎬ根据程序不变量的定

义不能以 ＧＥＰ 给我们的结果作为最终的输出.
其中实验 １的结果是精确的ꎬ实验 ２ 与实验

３存在误差ꎬ但是这三个实验均给出了重要的启

发信息ꎬ即多项式函数的最高次数.
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表 １　 ＰＰＭ 算法实现的部分实验数据

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｄａｔａ ｏｒｉｇｉｎａｔｉｎｇ ｆｒｏｍ ＰＰＭ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

实验序号 测试表达式 结果表达式集

１ Ｙ＝ ２ｘ６－ｘ５－５ｘ４＋８ｘ３＋１ ２.００ｘ３＋３.００ｘ２－１.００ｘ＋１.００ꎻ
１.００ｘ３－２.００ｘ２＋１.００ｘ＋１.００

２ Ｙ＝ １２ｘ７＋２ｘ６＋２７ｘ５＋５２ｘ４＋２４ｘ３＋７０ｘ２＋３９ｘ＋５
２.９９ｘ２－１.００ｘ＋５.００ꎻ
４.００ｘ２＋６.０１ｘ＋０.９８ꎻ

１.００ｘ３－１.００ｘ２＋１.９９ｘ＋１.００

３ Ｙ＝ ２ｘ１０＋ｘ９－ｘ８＋１８ｘ７－４６ｘ６＋８７ｘ５－５８ｘ４＋７９ｘ３－９０ｘ２＋３４ｘ－２４

１.００ｘ２－２.０１ｘ＋２.００ꎻ
１.００ｘ３－０.９９ｘ２＋３.００ｘ－４.００ꎻ
２.００ｘ２＋０.９８ｘ＋２.９９ꎻ
１.０２ｘ３＋３.００ｘ２＋１.００

　 　 上述内容是应用 ＧＥＰ 原理及技术获得的基

于误差可信度量的函数表达式.从结果中可以看

出存在有一定误差值ꎬ而对于程序不变量来说ꎬ存
在误差意味着存在违例ꎬ也即程序不变量不成立.
尽管如此ꎬ上述的工作还是得到了非常重要的启

发性信息ꎬ即函数的类型信息为标准多项式以及

多项式函数的最高阶.可以据此在成熟的数学理

论中选取拉格朗日插值方法或待定系数方法直接

得到唯一的准确的多项式函数表达式形式.
至此ꎬ对于程序不变量中标准多项式函数型程

序不变量这一类程序中重要的不变性质可以使用

本文的方法完全精确地获得.相对于 Ｄａｉｋｏｎ 工具ꎬ
本文的函数型程序不变量的发现方法获得了

Ｄａｉｋｏｎ没有处理的函数型程序不变量(Ｄａｉｋｏｎ 只

能处理线性多项式形式)ꎬ整个工作可以理解为是

对目前程序不变量发现技术的一个扩展ꎬ增大了从

程序运行轨迹数据中发现更多不变量的可能性.

４.２　 扩展多项式型函数

多项式函数形式定义为 ｙ＝Ｐ( ｆ(ｘ))ꎬｆ(ｘ)为
标准函数算子或自定义算子ꎬ当 ｆ( ｘ)≠ｘ 时ꎬｙ ＝
Ｐ( ｆ(ｘ))成为非标准的扩展多项式. 对于 ｙ ＝
Ｐ( ｆ(ｘ))上的处理在本质上与 ｙ ＝ Ｐ(ｘ)上的处理

是相同的.在将来的工作中将寻求实验结论给予

支持.
４.３　 其它类型函数的实验

实验环境为:Ｉｎｔｅｌ(Ｒ)４ＣＰＵꎬ１.８０ ＧＨｚꎻＡＰＳ３􀆰 ０ꎻ
采样数均为 ２ ０００ꎬ取值为 １０ ０００以内的随机数.表 ２
为基于 ＧＥＰ 的非多项式型函数表达式发现的实验

结果数据.
表 ２的实验结果给出的信息也是两个方面的

信息ꎬ一方面是 ＧＥＰ 具有能力从实验数据中获得

其内部蕴含的函数关系的基本类型信息ꎬ另一方

面是获得的结果表达式并不都是完全精确的

结果.

表 ２　 基于 ＧＥＰ 的非多项式型函数表达式发现的实验结果
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｅｔｅｃｔｉｎｇ ｎｏｎ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＧＥＰ

实验一

测试表达式
结果表达式

可信度
用时 / ｓ

ｚ＝ ｘ３＋２ｘｙ＋ｙ２

ｚ＝ ｘ３＋２ｘｙ＋ｙ２
１ ０００
１１

实验二

测试表达式
结果表达式

可信度
用时 / ｓ

Ｙ＝ ２ｘ２＋ｓｑｒｔ(ｘ)＋６
Ｙ＝ ２ｘ２＋ｓｑｒｔ(ｘ－(０.０２４ ３２３ ５８０ ６９９ ７９５ ２５４－ ｓｑｒｔ(ｘ) / ９.４０６ ０６７))＋ ５.９４７ ２０５

９９９.９９９ ９９９ ７６２ １２９
２８

实验三

测试表达式
结果表达式

可信度
用时 / ｓ

Ｙ＝ ｘ＋ｌｏｇ(ｘ)
Ｙ＝ ｘ＋ｌｏｇ(ｘ)＋ ｃｏｓ(１０.９６７ ７１３) / (１４.４８２ ２７∗(ｘ＋９.４８７ ４８８)

９９９.９９９ ９３４ ５６２ ５４６
２６

实验四

测试表达式
结果表达式

可信度
用时 / ｓ

Ｙ＝ ｓｉｎ(２ｘ＋５)
Ｙ＝ｃｏｓ(２ｘ－１５.４２０ １６５)
９９９.９９８ ４５９ ７９９ ３９８

３５６
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　 　 对于实验一ꎬ直观上可看得出得到的是一个

完全精确的结果ꎬ因为 ＧＥＰ 可信度评估可出的是

零误差ꎬ所以可以直接放入算法 ２ 描述的 ＳＱＬ 语

句池中进行验证.
实验二、三存在一定的误差ꎬ仔细分析可以发

现其误差值是很小的ꎬ在可信度上也有反映.
对于实验四而言ꎬ使用三角函数公式 ｓｉｎ (α＋

β)＝ ｓｉｎ αｃｏｓ β＋ｃｏｓ αｓｉｎ β 和 ｃｏｓ(α－β)＝ ｃｏｓ α×
ｃｏｓ β＋ｓｉｎ αｓｉｎ β 进行处理可以得到

Ｙ＝ｓｉｎ(２ｘ＋５) ＝ ０.２８３ ６６２ １８５ ４６３ ２２６ ２５×
ｓｉｎ(２ｘ)－０.９５８ ９２４ ２７４ ６６３ １３８ ５ｃｏｓ(２ｘ)

Ｙ＝ｃｏｓ(２ｘ－１５.４２０ １６５)＝ ０.２８３ ８４１ ７３７ ４６１ ８３６ ２２×
ｓｉｎ(２ｘ)－０.９５８ ８７１ １４２ ５８１ ０２７ ９ｃｏｓ(２ｘ)

两者的误差也是很小的.
对于上述实验的结果ꎬ均可以做出合理的假

设并使用数据进行验证ꎬ不过需要根据不同的函

数类型分别寻找相对应的数学理论进行指导.
如对于实验四ꎬ得到的是三角函数类型表达

式 Ｙ＝ｃｏｓ(２ｘ－１５.４２０ １６５)ꎬ从程序不变量的分析

角度出发ꎬ若认为计算机能提供足够的计算精度ꎬ
综合考虑分析对象程序的应用场合ꎬ程序员在设

计程序中使用 １５.４２０ １６５这样一个小数作为常量

的可能性相对是小的ꎬ这时可以考虑进行合理的

假设ꎬ先使用 ｃｏｓ(α－β)＝ ｃｏｓ αｃｏｓ β＋ｓｉｎ αｓｉｎ β 进

行处理可以得到

Ｙ＝ｃｏｓ(２ｘ－１５.４２０ １６５)＝ ０.２８３ ８４１ ７３７ ４６１ ８３６ ２２×
ｓｉｎ(２ｘ)－０.９５８ ８７１ １４２ ５８１ ０２７ ９ｃｏｓ(２ｘ)

依据三角函数 ｓｉｎ(α＋β)＝ ｓｉｎ αｃｏｓ β＋ｃｏｓ α×
ｓｉｎ β、 ｓｉｎ ( α － β ) ＝ ｓｉｎ αｃｏｓ β － ｃｏｓ αｓｉｎ β、
ｃｏｓ(α＋β)＝ ｃｏｓ αｃｏｓ β － ｓｉｎ αｓｉｎ β、 ｃｏｓ ( α － β) ＝
ｃｏｓ αｃｏｓ β＋ｓｉｎ αｓｉｎ β 寻找合适的整数或小数部

分为 ０.５的常数ꎬ形成表达式后再用原始数据进

行验证.当然不一定能够得到最后的精确解ꎬ但所

做的假设并非完全盲目的ꎬ还是有一定的合理性.
对于非标准多项式型函数的表达式ꎬ为了去

除误差获得最后的确切解依旧是一个尝试过程.
另外ꎬ对于如实验三包含对数、指数等其它标准函

数的情况的处理过程类似于上述的讨论.

５　 结　 论

本文内容给出了一种新的思路进行程序不变

量的发现工作ꎬ利用 ＧＥＰ 获取最优解的函数发现

能力和数学理论的精确计算能力获得较客观的程

序不变量的预置形式ꎬ能够进行目前技术没有处

理的函数型程序不变量的发现生成工作.在函数

型程序不变量范围内ꎬ有效地克服了目前程序不

变量发现技术中存在的两个缺点ꎬ即计算盲目性

与程序不变量形式预置的主观性.整个工作可以

理解为是对目前程序不变量发现技术的一个扩

展ꎬ它拓广了原有技术可发现的程序不变量种类ꎬ
比如大于二次阶的多项式函数、简单复合函数等ꎬ
增大了从程序运行轨迹数据中发现更多不变量的

可能性.
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