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摘　 要:在完全市场条件下ꎬ针对连续时间、连续支付红利障碍幂型期权的买权过程ꎬ
利用其过程的鞅性和等价鞅测度变换及其带漂移的布朗运动首达时的概率分布ꎬ得
到了连续支付红利的障碍幂型期权定价模型的显式解.
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０　 引　 言

近年来ꎬ国际金融市场上除了欧式和美式期

权外ꎬ还涌现出大量由标准期权变化、组合和派生

的新品种ꎬ即新型期权.它是通过改变股票结构ꎬ
使股票价格变化依赖于股票价格路径一种奇异期

权.而障碍期权又是奇异期权中的一种重要形式ꎬ
因而有必要对其进行研究.早在 １９７３ 年ꎬ１９７９ 年
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Ｒ. Ｃ. Ｍｅｒｔｏｎ[１]和 Ｍ. Ｂ. Ｇｏｌｄｍａｎꎬｅｔ ａｌ .[２]分别对

单障碍期权进行了探索ꎬ随后ꎬ便产生了对障碍期

权研究的热潮.１９９８ 年ꎬＸ. ｓ ｈｅｌｄｏｎ Ｌｉｎ[３]讨论了

双障碍触及时间的分布.Ａ. Ｐｅｌｓｓｅｒ[４]ꎬＣ. Ｈ. Ｈｕｉꎬ
Ｃ. Ｆ. ＬｏꎬＰ. Ｈ. Ｙｕｅｎ[５]利用拉普拉斯变换对障碍

期权及其双障碍期权进行了研究ꎬ在 ２００５ 年ꎬ李
小爱对障碍平方期权进行了研究[６] .而本文在这

里研究了连续支付红利的幂型障碍期权的定价公

式.它的支付函数形式为:ｍａｘ{Ｓα
Ｔ－Ｋꎬ０}ꎬ在这里ꎬ

α>０为常数ꎬＫ 为执行价格ꎬ记幂函数 Ｓα
Ｔ ＝ (ＳＴ) αꎬ

设此幂函数为非负单增函数ꎬ其双障碍幂型买权

在到期日 Ｔ 的价值为:ｂＴ ＝ ｍａｘ{Ｓα
Ｔ －Ｋꎬ０} Ｉ{τＬ>Ｔ} ×

Ｉ{τＨ>Ｔ}ꎬ其中下障碍水平为 Ｌꎬ(Ｌ>０且 Ｌ<Ｓα
ｔ )ꎬ上障

碍水平为 Ｈꎬ(Ｈ>Ｓα
ｔ )ꎬ假定 Ｈ>Ｋꎬ令:τＬ ＝ｍｉｎ{ ｔ ∶

Ｓα
ｓ ＝ＬꎬＬ<Ｓα

ｓ <Ｈꎬ∀ｓ∈[ ｔꎬＴ]}表示 Ｓα
ｓ 在达到上障

碍水平 Ｈ前ꎬ首次达到下障碍水平 Ｌ的停时ꎻτＨ ＝

ｍｉｎ{ ｔ ∶ Ｓα
ｓ ＝ＨꎬＬ<Ｓα

ｓ <Ｈꎬ∀ｓ∈[ ｔꎬＴ]}表示 Ｓα
ｓ 在达

到上障碍水平 Ｌ前ꎬ首次达到下障碍水平 Ｈ 的停

时ꎻ其中ꎬ单障碍幂型买权在到期日 Ｔ的价值 ｂＨ
Ｔ ＝

ｍａｘ{Ｓα
Ｔ－Ｋꎬ０} Ｉ{τＨ>Ｔ}和 ｂＬ

Ｔ ＝ ｍａｘ{Ｓα
Ｔ －Ｋꎬ０} Ｉ{τＬ>Ｔ}ꎬ

同时给出了其定价公式的显式解.

１　 资产模型及主要结果

假定市场是完全ꎬ无套利的ꎬ只有风险资产 Ｓｔ

和无风险资产 ｐ( ｔ)ꎬ其价值过程{ Ｓｔ ∶ ｔ≥０}和
{ｐ( ｔ) ∶ ｔ≥０}满足如下微分方程:

ｄＳｔ ＝ Ｓｔ[(μ － δ)ｄｔ ＋ σｄＢ ｔ]
ｄｐ( ｔ) ＝ ｒｐ( ｔ)ｄｔ{ (１)

　 　 这里{Ｂ ｔ} ｔ≥０是带 σ￣代数流的概率空间{Ωꎬ
Ｆꎬ{Ｆ ｔ} ｔ≥０ꎬＰ}上的标准布朗运动.μ 是股票瞬时

期望受益率ꎬσꎬｒꎬδ 分别是波动率ꎬ无风险利率及

标的资产的红利ꎬ且均为固定常数.
定理: 在模型(１)下ꎬ双障碍幂型看涨期权在

到期日的价值为:
Ｃα(Ｓｔꎬｔ) ＝ (１ － ｐ１ － ｐ２)( Ｉ１ － Ｉ２)

其中
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　 　 推论 １　 在上述的条件下ꎬ上障碍幂型看涨

期权 在 到 期 日 的 价 值 为: Ｃα(Ｓｔꎬｔ) ＝ (１ －
Ｐ１)( Ｉ１ －Ｉ２)

推论 ２　 在上述的条件下ꎬ下障碍幂型看涨

期权 在 到 期 日 的 价 值 为: Ｃα(Ｓｔꎬｔ) ＝ (１ －
Ｐ２)( Ｉ１ －Ｉ２)

２　 若干引理及定理证明

引理１(Ｇｉｒｓａｎｏｖ定理[７]) 　 取Ｂｔꎬ(０≤ ｔ≤Ｔ)
为带 σ － 流的概率空间(ΩꎬＦꎬ{Ｆｔ} ｔ≥０ꎬＰ) 标准布朗

８６
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运动ꎬθ(ｔ)ꎬ(０ ≤ ｔ≤ Ｔ) 是一个适应于{Ｆｔ} ｔ≥０ 的随

机过程ꎬ对于 ０≤ ｔ≤ Ｔꎬ定义:Ｗｔ ＝ ∫ｔ
０
θ(ｕ)ｄｕ ＋ Ｂｔꎬ

Ｚｔ ＝ ｅｘｐ － ∫ｔ
０
θ(ｕ)ｄＢｕ － １

２ ∫
ｔ

０
θ２(ｕ)ｄｕ{ } ꎬ定义一个

新的概率测度:ｄＰ
 

ｄＰ
｜ Ｆｔ ＝ Ｚｔꎬ则在Ｐ 下.随机过程Ｗｔꎬ

(０ ≤ ｔ≤ Ｔ) 是布朗运动.
引理 ２ (Ｂａｙｅｓ法则[８])　 如果 Ｘ 是{Ｆ ｔ} ０≤ｔ≤Ｔ

鞅ꎬ对于 ０≤ｓ≤ｔ≤Ｔꎬ有:

Ｅ [Ｘ ｜Ｆ( ｓ)] ＝ １
Ｚ( ｓ)

Ｅ[ＸＺ( ｔ) ｜Ｆ( ｓ)]

引理 ３　 在模型(１)下ꎬＳｓ 是 Ｐ 鞅.
证明:由(１)利用伊藤公式容易得到:

Ｓｓ ＝ Ｓｔｅ
μ－δ－σ

２
２( ) ( ｓ－ｔ) ＋σ(Ｂｓ－Ｂｔ)

根据引理 １ꎬ容易构造等价测度鞅 Ｐ 由下式给出:

ｄＰ 

ｄＰ
＝ ｅｘｐ ｒ － μ

σ
Ｗｓ －

１
２

ｒ － μ
σ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｓ{ } ꎬ

其中 Ｗｓ ＝
ｒ－μ
σ

ｓ＋Ｂｓꎬ( ｔ≤ｓ≤Ｔ)为 Ｐ 上的标准布朗

运动.在 Ｐ 下ꎬ有:

Ｓｓ ＝ Ｓｔｅ
ｒ－δ－σ

２
２( ) ( ｓ－ｔ) ＋σ(Ｗｓ－Ｗｔ)

令 ｍ＝ １
σ

ｒ－δ－σ
２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ则有:

Ｓｓ ＝ Ｓｔｅ
σ(ｍ( ｓ－ｔ) ＋(Ｗｓ－Ｗｔ)) (２)

再令: ｄＰ
 

ｄＰ
Δ
􀪅􀪅 ｆｓꎬ对∀ｓ ≥ ｔꎬ有: Ｅｐ(Ｓｓ ｆｓ ｜ Ｆ ｔ) ＝

Ｅ(Ｓｔｅ
σｍ( ｓ－ｔ) ＋σ(Ｗｓ－Ｗｔ) ｅ

ｒ－μ
σ Ｗｓ－

１
２

ｒ－μ
σ( )２ ｓ[ ] ｜ Ｆ ｔ) ＝

Ｓｔ ｆｔＥ(ｅ
σｍ(ｓ－ｔ)＋σ(Ｂｔ－Ｂｓ)ｅ

ｒ－μ
σ( ) (Ｗｓ－Ｗｔ)－

１
２

ｒ－μ
σ( )
２
(ｓ－ｔ)[ ] ｜ Ｆｔ)＝

ＳｔＬｔ⇒ＳｔＬｔ 是 Ｐ 鞅ꎬ 再结合引理 ２ꎬＥ
Ｐ (Ｓｓ ｜ Ｆｔ) ＝

Ｅ[ＳｓＬｓ ｜ Ｆｔ]
Ｌｔ

＝
ＳｔＬｔ

Ｌｔ

＝ Ｓｔ⇒Ｓｓ 为Ｐ 鞅 ꎻ

推论 :ｂＴꎬｂＨ
Ｔ ꎬＢＬ

Ｔ 均为Ｐ 鞅.
证明:由引理 ３ꎬ推论显然成立.
引理 ４[９￣１０] 　 Ｘ ｔ ＝ μｔ＋σＢ ｔ 为一带漂移的布朗

运动ꎬμꎬσ 为非负常数ꎬＢ ｔ 为标准的布朗运动ꎬ则
(ａ<０<ｂ):用 τａ(或 τｂ)表示 Ｘ ｔ 首次到达 ａ(或 ｂ)
且之前未到达 ｂ(或 ａ)的概率密度函数为:

ｇａ( ｔ) ＝ ｅｘｐ
ａμ
σ２

－ μ２ ｔ
２σ２{ } ∑

＋∞

ｎ ＝ －∞
ｆ( ｔꎻａｎ)

(或 ｇｂ( ｔ) ＝ ｅｘｐ
ｂμ
σ２

－ μ２ ｔ
２σ２{ } ∑

＋∞

ｎ ＝ －∞
ｆ( ｔꎻｂｎ))

其中 ａｎ ＝ １
σ
[２ｎ(ｂ － ａ) － ａ](或 ｂｎ ＝ １

σ
[２ｎ(ｂ －

ａ) ＋ ｂ])ｎ ＝ 􀆺 － １ꎬ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎻ

ｆ( ｔꎻｘ) ＝ ｘ

２πｔ３
ｅ －

ｘ２
２ ꎻ

ｔ≥ ０.
定理的证明: 由引理 ３ 可知ꎬ双障碍幂型看

涨期权在到期日的价值为:

Ｃα(Ｓｔꎬｔ) ＝ Ｅ [ｅ －( ｒ－δ)(Ｔ－ｓ) ｅ －( ｒ－δ)( ｓ－ｔ) ｂＴ ｜ Ｆ ｔ]

＝ Ｅ [ｅ－(ｒ－δ)ｍａｘ{Ｓα
Ｔ － Ｋꎻ０}Ｉ{τＬ > Ｔ} Ｉ{τＨ > Ｔ})

若记 ｐ１ ＝Ｐ{τＬ≤Ｔ}ｐ２ ＝Ｐ{τＨ≤Ｔ}则有:
Ｃα(Ｓｔꎬｔ) ＝ (１ － ｐ１ － ｐ２)Ｓα

ｔ ｅ
－ｒｔ ×

　 Ｅ ｍａｘ
Ｓα
Ｔ

Ｓα
ｔ

－ Ｋ
Ｓα
ｔ

ꎬ０{ } Ｓｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

由 ｌｎ
ＳＴ

Ｓｔ

＝ ｒ － δ － σ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ τ ＋ σ(ＢＴ － Ｂ ｔ)⇒ｌｎ

ＳＴ

Ｓｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

α

服从正态分布

从而有: ｌｎ
ＳＴ

Ｓｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

α

~ Ｎ ｎα －
σ２α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ τꎬ σ２ατ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

其中:ｎ ＝ ｒ － δꎬｎαꎬσα 满足:ｎα －
σ２α
２

＝ α ｎ － σ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

σ２α ＝ α２σ２ꎬ令
ＳＴ

Ｓｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ α ＝ ｑꎬ则其概率密度函数为:

ｆ(ｑ) ＝ １

２πσ２ατ ｑ
ｅｘｐ －

ｌｎｑ － ｎα －
σ２α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ τé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

２σ２ατ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

ꎬ

从而有:
Ｃα(Ｓｔꎬｔ) ＝ (１ － ｐ１ － ｐ２)Ｓα

ｔ ｅ
－( ｒ－δ)τ ×

∫
Ｈ
Ｓαｔ
Ｌ
Ｓαｔ

ｍａｘ ｑ － Ｋ
Ｓα
ｔ

ꎻ０{ } ｆ(ｑ)ｄｑ ＝

(１ － ｐ１ － ｐ２) Ｓα
ｔ ｅ

－( ｒ－δ)τ∫
Ｈ
Ｓαｔ
Ｋ
Ｓαｔ

ｑ ｆ(ｑ)ｄｑ[ －

Ｋｅ －ｒｔ∫
Ｈ
Ｓαｔ
Ｋ
Ｓαｔ

ｆ(ｑ)ｄｑ ] ＝ (１ － ｐ１ － Ｐ２)( Ｉ１ － Ｉ２)

而

Ｉ１ ＝ Ｓα
ｔ ｅ

－ｎτ∫
Ｈ
Ｓαｔ
Ｋ
Ｓαｔ

ｑ １

２πσ２ατ ｑ
×

　 ｅｘｐ －
ｌｎｑ － ｎａ －

σ２α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ τé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

２σ２αＴ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

ｄｐ

９６
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令

ｑ ＝ ｅｗꎬｗ ＝ ｌｎ ｑꎬｄｑ ＝ ｅｗｄｗ
故

Ｉ１ ＝
Ｓα
ｔ ｅ

－ｎτ

２πσ２ατ
∫ｌｎ

Ｈ
Ｓαｔ

ｌｎ Ｋ
Ｓαｔ

ｅｘｐ －
ｗ － ｎα －

σ２α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ τé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

２σ２ατ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

ｅｗｄｗ

＝
Ｓα
ｔ ｅ
(ｎａ￣ｎ)τ

２πσ２ατ
∫ｌｎ

Ｈ
Ｓαｔ

ｌｎ Ｋ
Ｓαｔ

ｅｘｐ －
ｗ － ｎα ＋

σ２α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ τé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

２σ２ατ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

ｄｗ

＝ Ｓα
ｔ ｅ
(ｎα－ｎ)τ(Ｎ(ｄ１) － Ｎ(ｄ２))

同理可证 Ｉ２ ＝ Ｋｅ
－ｒｔ [Ｎ ( ｄ３ ) －Ｎ ( ｄ４ )]其次计算

ｐ１ꎬｐ２
由(２)式有:ａ≤ｍ( ｓ－ｔ) ＋(Ｗｓ －Ｗｔ)≤ｂꎬ其中

∀ｓ∈[ ｔꎬＴ]ꎬａ ＝ １
ασ
ｌｎ Ｌ

Ｓα
ｔ

ꎬｂ ＝ １
ασ
ｌｎ Ｈ

Ｓα
ｔ

ꎬ结合引理 ４

有:τＬ 的概率密度函数:

ｇＬ( ｓ － ｔ)ꎻＳα
ｔ ) ＝ ｅｘｐ ａｍ － ｍ２

２
( ｓ － ｔ){ } ×

∑
＋∞

ｎ ＝ －∞
ｆ( ｓ － ｔꎻａｎ)

其中 ａｎ ＝
１
ασ
ｌｎ

Ｈ２ｎＳα
ｔ

Ｌ２ｎ＋１

τＨ 的概率密度函数:

ｇＨ( ｓ － ｔꎻＳα
ｔ ) ＝ ｅｘｐ ａｍ － ｍ２

２
( ｓ － ｔ){ } ×

∑
＋∞

ｎ ＝ －∞
ｆ( ｓ － ｔꎻｂｎ)

其中 ｂｎ ＝
１
ασ
ｌｎ Ｈ

２ｎ＋１

Ｌ２ｎＳα
ｔ

故有:

ｐ１ ＝ Ｐ{τＬ ≤ Ｔ} ＝ ∫Ｔ
ｔ
ｇＬ( ｓ － ｔꎻＳα

ｔ )ｄｓ

＝ ∫Ｔ
ｔ
ｅｘｐ ａｍ － ｍ２

２
(ｓ － ｔ){ }∑

＋∞

ｎ ＝ －∞
ｆ(ｓ － ｔ)ꎻａｎ)ｄｓ

＝ ｅａｍ∑
＋∞

ｎ ＝ －∞
∫Ｔ
ｔ
ｅｘｐ ｍ２

－ ２
( ｓ － ｔ){ }

ａｎ

２π( ｓ － ｔ) ３
×

ｅｘｐ －
ａ２ｎ

２( ｓ － ｔ){ } ｄｓ (２)

Ｉ ＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ －∞
∫Ｔ
ｔ
ｅｘｐ ｍ２

－ ２
( ｓ － ｔ){ }

ａｎ

２π( ｓ － ｔ) ３
×

ｅｘｐ －
ａ２ｎ

２( ｓ － ｔ){ } ｄｓ

＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ －∞
ｅ－ｍａｎ∫Ｔ

ｔ

ａｎ
２π(ｓ － ｔ)３

ｅｘｐ －
[ｍ(ｓ － ｔ) － ａｎ]２

２(ｓ － ｔ){ } ｄｓ

＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ －∞
２ｅ－ｍａｎ∫Ｔ

ｔ

１
２π

ｍ(ｓ － ｔ) ＋ ａｎ
２ (ｓ － ｔ)３

－ ｍ(ｓ － ｔ)

２ (ｓ － ｔ)３
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
×

ｅｘｐ －
[ｍ( ｓ － ｔ) － ａｎ] ２

２( ｓ － ｔ){ ù

û
ú
ú ｄｓ ＝

∑
＋∞

ｎ ＝ －∞
[２ｅ －ｍａｎ∫Ｔ

ｔ

１
２π
ｅｘｐ { －

[ｍ( ｓ － ｔ) － ａｎ] ２

２( ｓ － ｔ) ) ×

ｄ
ｍ( ｓ － ｔ) － ａｎ

ｓ － ｔ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － ∫Ｔ

ｔ

ｍ
２π( ｓ － ｔ)

×

ｅｘｐ －
ｍ２( ｓ － ｔ) ２ ＋ ａ２ｎ
２( ｓ － ｔ){ } ｄｓ } (３)

Ｉ ＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ －∞
∫Ｔ
ｔ
ｅｘｐ － ｍ２

２
( ｓ － ｔ){ }

ａｎ

２π( ｓ － ｔ) ３

ｅｘｐ
ａ２ｎ

－ ２( ｓ － ｔ){ } ｄｓ

＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ －∞
ｅｍａｎ∫Ｔ

ｔ

ａｎ

２π(ｓ － ｔ)３
ｅｘｐ －

[ｍ(ｓ － ｔ) ＋ ａｎ)２

２(ｓ － ｔ){ } ｄｓ

＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ －∞
－ ２ｅｍａｎ∫Ｔ

ｔ
[ １
２π

(
ｍ( ｓ － ｔ) － ａｎ

２ ( ｓ － ｔ) ３
－

ｍ( ｓ － ｔ)

２ ( ｓ － ｔ) ３
) ] ｅｘｐ { －

[ｍ( ｓ － ｔ) ＋ ａｎ

２( ｓ － ｔ) } ｄｓ

＝ ∑
＋∞

ｎ ＝ －∞
[ － ２ｅｍａｎ∫Ｔ

ｔ

１
２π
ｅｘｐ －

[ｍ(ｓ － ｔ) ＋ ａｎ]２

２(ｓ － ｔ){ } ×

ｄ
ｍ( ｓ － ｔ) ＋ ａｎ

ｓ － ｔ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ∫Ｔ

ｔ

ｍ
２π( ｓ － ｔ)

×

ｅｘｐ －
ｍ２( ｓ － ｔ) ２ ＋ ａ２ｎ
２( ｓ － ｔ){ } ｄｓ ] (４)

结合(３)式＋(４)式得到 Ｉꎬ进而联合(２)式及

布朗运动[１１￣１８]的反射原理ꎬ得到:

ｐ１ ＝
Ｌ
Ｓα
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ασ２
( ｒ－δ) － １２α

{∑
＋∞

ｎ ＝ ０
[ ｅ －ｍａｎＮ

ｍτ － ａｎ

τ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

　 ｅｍａｎＮ
ｍτ ＋ ａｎ

τ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ] －∑

－１

ｎ ＝ －∞
[ ｅｍａｎＮ

ｍτ ＋ ａｎ

τ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

　 ｅｍａｎＮ
ｍτ － ａｎ

τ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ] }

同理可以得到:ｐ２ . 证毕.
注:由定理的证明过程ꎬ结合引理 ４ 可知:推

论 １ꎬ推论 ２也真!

３　 结　 论

本文得到了连续支付红利的双障碍ꎬ单障碍

０７
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幂型期权的定价公式ꎬ本文令 δ ＝ ０ꎬα ＝ ２ꎬ便得到

了文献[６]的结论ꎻδ ＝ ０ꎬα ＝ １ꎬ则为文献[４￣５]的
结论.
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