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具非对称位势二阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的同宿轨
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摘　 要:运用三临界点定理研究了一类二阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统同宿轨的存在性.在位势函

数是非对称假设下ꎬ建立了一个新的存在性准则ꎬ改进了已有文献的结果.
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０　 引　 言

考虑二阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统

－ ｕ̈( ｔ) ＋ Ｌ( ｔ)ｕ( ｔ) ＝ ∇Ｗ( ｔꎬｕ( ｔ))ꎬｔ ∈ Ｒꎬ
(１)

其中 ｕ∈ＲＮ 以及 Ｌ∈Ｃ(ＲꎬＲＮ×Ｎ)是一个对称矩阵

函数.一般地ꎬ假设 ｕ( ｔ)是系统(１)的一个解且满

足 ｕ∈Ｃ２(ＲꎬＲＮ)ꎬｕ≠０ 以及当 ｜ ｔ ｜ →∞时ꎬｕ( ｔ)→

０ 和 ｕ􀅰( ｔ)→０ꎬ那么 ｕ( ｔ)称为系统(１)的一个同

宿解(轨).
同宿轨作为非线性动力系统的一个重要研究

方向ꎬ它是用来描述时间趋于无穷大时系统解的

渐近行为ꎬ能够反应系统的最终发展趋势ꎬ与此同

时ꎬ对系统平衡点的性质也进行了很好的刻画ꎬ更
加深刻的反应平衡点的实际意义ꎬ从而可以对系

统进行更好的控制.同宿轨在生物数学、力学、化
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学等科学领域中有着重要的应用.此外ꎬ同宿轨的

破裂能够导致混沌.因此ꎬ同宿轨是混沌和分叉理

中重要的因素之一ꎬ是非线性动力系统中产生动

力行为的源泉之一.同宿轨的研究工作开始于

１８９２ 年的一篇论文ꎬ自此人们开始认识到同宿轨

对动力学行为的影响. 随后ꎬ学者们主要采用

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 理论研究它ꎬ得到了丰硕的结果ꎬ见冯贝

叶的综述文章[１] .
众所 周 知ꎬ 作 为 动 力 系 统 的 特 殊 情 形ꎬ

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统一直作为物理学家和数学家的重要

研究对象ꎬ它广泛存在于生命科学、数理科学、社
会科学等各个领域ꎬ同时对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的研究

对非线性分析、微分几何、数学物理和代数拓扑等

学科产生的重大影响.因此ꎬＨａｍｉｌｔｏｎ 系统是当前

热门的问题之一ꎬ而 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统同宿轨是 Ｈａｍ￣
ｉｌｔｏｎ 系统主要的研究方向之一.由于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系

统具有变分结构ꎬ可以把求 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的解转

变为寻找相对应泛函的临界点. 受 Ｍｏｒｓｅ[２] 和

Ｈｅｄｌｕｍｄ[３] 的两篇文献的影响ꎬ学者们开始利用

变分法研究 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的同宿、异宿轨.随着临

界点的发展ꎬ运用变分方法研究 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的

同宿、异宿轨开始活跃起来.在过去二十几年中ꎬ
在关于和各种假设下ꎬ许多学者运用变分法研究

了系统(１)同宿轨的存在性和多重性ꎬ并取得了

一些较好的结果ꎬ见文献[４￣９].
文献[５￣９]都是在对称性条件下获得了系统

(１)同宿轨的多重性.本文在没有对称性条件假设

下研究了系统(１)同宿轨的多重性ꎬ得到了一些

新的结果.建立了下面定理:
假设条件:
(Ｆ０)Ｗ(ｔꎬｕ) ＝ λａ(ｎ)∇Ｇ(ｕ) ＋ μｂ(ｎ)∇Ｆ(ｕ).
(Ｆ１)Ｌ(ｎ)是正定对称矩阵ꎬｔ∈Ｒ 且存在函

数 β:Ｒ→０(０ꎬ＋∞ )满足 β( ｔ)→＋∞ ꎬ ｜ ｔ ｜→∞及

(Ｌ( ｔ)ｕꎬｕ) ≥ β( ｔ) ｜ ｕ ｜ ２ꎬ∀( ｔꎬｕ) ∈ Ｒ × ＲＮ .
　 　 (Ｆ２)ＧꎬＦ∈Ｃ１(ＲＮꎬＲ)以及.Ｇ(０)＝ Ｆ(０)＝ ０.

(Ｆ３)ｂ∈Ｌ∞(ＲꎬＲ)ꎬ且对一些 γ∈(０ꎬ１)ꎬａ∈
Ｌ∞(ＲꎬＲ)∩Ｌ２ / (１－γ)(ＲꎬＲ)ꎬ是一个正连续函数.

(Ｆ４)ｌｉｍｕ→０ ｜∇Ｇ(ｕ) ｜ / ｜ ｕ ｜ ＝ ０
(Ｆ５)ｌｉｍ ｜ ｕ ｜→∞ ｜∇Ｇ(ｕ) ｜ / ｜ ｕ ｜ ＝ ０.
(Ｆ６)存在 ζ∈ＲＮ 使得 Ｇ(ζ)>０.
(Ｆ７)存在 Ｔ>０ 和 α>１ 使得

｜ ∇Ｆ(ｕ) ｜ ≤ Ｔ( ｜ ｕ ｜ ＋｜ ｕ ｜ α)ꎬ∀ｕ ∈ ＲＮ .
　 　 定理 １　 假设(Ｆ０)－(Ｆ７)成立.那么存在 λ１>
０ 使得对每一个 λ>λ１ꎬ存在 σ>０ 使得对每一个

μ∈[０ꎬσ]ꎬ系统(１)至少存在两个非平凡的同

宿解.
例 １ 　 ａ ( ｔ ) ＝ [ １ / ( １ ＋ ｔ２ )] １ / ４ꎬ Ｇ ( ｕ ) ＝

((１ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ１)ꎬｕ)ｌｎ(１＋ ｜ ｕ ｜ ２).显然ꎬＧ(ｕ)不是偶

函数.

１　 预备知识

给出下文中所需要的一些预备知识.
设

Ｅ ＝ { ｕ ∈ Ｈ１(ＲꎬＲＮ):

∫
Ｒ
[ ｜ ｕ􀅰( ｔ) ｜ ２ ＋ (Ｌ( ｔ)ｕ( ｔ)ꎬｕ( ｔ))]ｄｔ < ＋ ∞ }

且对 ｕꎬｖ∈Ｅꎬ设

‹ｕꎬｖ› ＝ ∫
Ｒ
[ｕ􀅰( ｔ)ꎬｖ􀅰( ｔ)) ＋ (Ｌ( ｔ)ｕ( ｔ)ꎬｖ( ｔ))]ｄｔ

以及相应的范数为

‖ｕ‖ ＝ (∫
Ｒ
[｜ ｕ􀅰(ｔ) ｜ ２ ＋ (Ｌ(ｔ)ｕ(ｔ)ꎬｕ(ｔ))]ｄｔ)１ / ２ꎬ

那么 Ｅ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间.Ｅ∗表示 Ｅ 的对偶空间.因
为 Ｅ 是连续嵌入 Ｌｐ(ＲꎬＲＮ)ꎬ∀ｐ∈[２ꎬ＋∞ ]ꎬ所以

存在 δｐ>０ 使得

‖ｕ‖ｐ ≤ δｐ‖ｕ‖ꎬ∀ｕ ∈ Ｅꎬ (２)
其中‖ｕ‖ｐ 表示 Ｌｐ(ＲꎬＲＮ)的范数.

引理 １(参看文献[１０] ) 　 假设 Ｌ 满足条件

(Ｆ１)ꎬ那么对任意的 ２≤ｐ≤∞ꎬＥ 是紧嵌入 Ｌｐ(Ｒꎬ
ＲＮ).

对任意的 ｕ∈Ｅꎬ定义

Φ(ｕ) ＝ １
２
‖ｕ‖２ꎬ

Ｊ(ｕ) ＝ ∫
Ｒ
ａ( ｔ)Ｇ(ｕ( ｔ))ｄｔꎬ

Ψ(ｕ) ＝ ∫
Ｒ
ｂ( ｔ)Ｆ(ｕ( ｔ))ｄｔ. (３)

　 　 引理 ２　 假设(Ｆ０) －(Ｆ７)成立ꎬ定义泛函 Ｉ:
Ｅ→Ｒꎬ

Ｉ(ｕ) ＝ １
２
‖ｕ‖２ － λ∫

Ｒ
ａ( ｔ)Ｇ(ｕ( ｔ))ｄｔ －

　 μ∫
Ｒ
ｂ( ｔ)Ｆ(ｕ( ｔ))ｄｔ

＝ Φ( ｔ) － λＪ(ｕ) － μΨ(ｕ)ꎬ∀ｕ ∈ Ｅꎬ
则 Ｉ 是有定义的且 Ｉ∈Ｃ１(ＥꎬＲ)ꎬ它的导数为

‹Ｉ′(ｕ)ꎬｖ› ＝ ∫
Ｒ
[(ｕ􀅰(ｔ)ꎬ̇ｖ(ｔ)) ＋ (Ｌ(ｔ)ｕ(ｔ)ꎬｖ(ｔ))]ｄｔ －

λ∫
Ｒ
(ａ( ｔ)∇Ｇ(ｕ( ｔ))ꎬｖ( ｔ))ｄｔ －

μ∫
Ｒ
(ｂ( ｔ)∇Ｆ(ｕ( ｔ))ꎬｖ( ｔ)ｄｔꎬ (５)

８５
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∀ｕꎬｖ∈Ｅ.此外ꎬＪ′ꎬΨ′:Ｅ→Ｅ∗都是紧的且 Ｉ 在 Ｅ
的临界点 ｕ 是系统 ( １) 的解且满足 ｕ ( ｔ) →０ꎬ

ｕ􀅰( ｔ)→０ꎬ ｜ ｔ ｜→∞ .
证明　 该证明类似于文献[９]中引理 ２.３ 的

证明ꎬ省略其证明过程.
引理 ３　 Φ 是强制的ꎬ弱下半连续的ꎬ在的每

个有界子集上有界ꎬ以及它的导数存在一个连

续逆.
证明　 易证Φ 是强制的.设在 Ｅ 中 ｕｎ 弱收敛

于 ｕꎬ则 ｌｉｍｉｎｆｎ→∞ ‖ｕｎ‖≥‖ｕ‖.那么我们有

ｌｉｍｉｎｆｎ→∞ Φ(ｕｎ) ＝ ｌｉｍｉｎｆｎ→∞
１
２
‖ｕｎ‖２ ≥

１
２
‖ｕ‖２ ＝ Φ(ｕ) .

所以 Φ 是弱下半连续的.此外ꎬ易证 Φ 在 Ｅ 的每

个有界子集上有界.
证明 Φ′存在一个连续逆.对每一个 ｕ∈Ｅ ＼

{０}ꎬ由上式(５)ꎬ有
‹Φ′(ｕ)ꎬｕ› ＝ ‖ｕ‖２ .

所以 ｌｉｍ‖ｕ‖→∞ <Φ′(ｕ)ꎬｕ> /‖ｕ‖＝ ＋∞ꎬ也就是

说ꎬΦ′是强制的.对任意的 ｕꎬｖ∈Ｅꎬ由上式(５)ꎬ有
‹Φ′(ｕ) － Φ′(ｖ)ꎬｕ － ｖ› ＝ ‖ｕ － ｖ‖２ .

所以 Φ′ 是一致单调的. 由 ( 参考文 献 [１２]ꎬ
Ｔｈｅｏｒｅｍ ２６.Ａ(ｄ))ꎬ得到 Φ′存在一个连续逆 Ｅ∗ .

２　 定理 １ 的证明

运用文献[１１]中的 Ｔｈｅｏｒｅｍ １ 证明定理 １.
引理 ４　 ｌｉｍｓｕｐｕ→０Ｊ(ｕ) / Φ(ｕ)≤０.
证明　 由 ( Ｆ２ )ꎬ ( Ｆ４ ) 和 ( Ｆ５ )ꎬ则对任意的

ε>０ꎬ存在 Ｔε>０ 使得

｜ Ｇ(ｕ) ｜ ≤ ε
４(１ ＋ ‖ａ‖∞ )

｜ ｕ ｜ ２ ＋ Ｔε ｜ ｕ ｜ ３ .

(６)
由式(２)和式(６)ꎬ有

Ｊ(ｕ) ＝ ∫
Ｒ
ａ( ｔ)Ｇ(ｕ( ｔ))ｄｔ

≤ ∫
Ｒ
ａ( ｔ) ｜ Ｇ(ｕ( ｔ)) ｜ ｄｔ

≤ ∫
Ｒ
ａ( ｔ) ε

４(１ ＋ ‖ａ‖∞
｜ ｕ( ｔ) ｜ ２é

ë
êê ＋

Ｔε ｜ ｕ( ｔ) ｜ ３ ] ｄｔ

≤ ε
４
δ２
２‖ｕ‖２ ＋ Ｔεδ３

３‖ａ‖∞‖ｕ‖３ꎬ∀ｕ ∈ Ｅ.

因此ꎬ对每一个 ｕ∈Ｅ ＼{０}ꎬ

Ｊ(ｕ)
Φ(ｕ)

≤ ２

ε
４
δ ２

２‖ｕ‖２ ＋ Ｔεδ ３
３‖ａ‖∞ ‖ｕ‖３

‖ｕ‖２

≤ ε
２
δ ２

２ ＋ ２Ｔεδ ３
３‖ａ‖∞ ‖ｕ‖.

当 ｕ→０ 时ꎬ取上式的上极限ꎬ由 ε 的任意性ꎬ得到

ｉｍｓｕｐｕ→０Ｊ(ｕ) /Φ(ｕ)≤０.
引理 ５　 ｌｉｍｓｕｐ‖ｕ‖→∞ Ｊ(ｕ) /Φ(ｕ)≤０.
证明　 由(Ｆ４)和(Ｆ５)ꎬ则对任意的 ζ<０ꎬ存在

ηζ∈(０ꎬ１)使得

｜ ∇Ｇ(ｕ) ｜ ≤ ζ
２(１ ＋ ‖ａ‖∞ )

｜ ｕ ｜ ꎬ

∀ ｜ ｕ ｜ ≥ ηζ
－１ꎬ ｜ ｕ ｜ ≤ ηζ .

(７)

因为 Ｇ∈Ｃ１(ＲＮꎬＲ)ꎬ存在一个常数 Ｃζ>０ 使得

｜ ∇Ｇ(ｕ) ｜
｜ ｕ ｜ γ ≤ Ｇζꎬ∀ ｜ ｕ ｜ ∈ [ηζꎬηζ

－１]ꎬ (８)

这里 γ 被给定在 ( Ｆ３ ) 中. 由式 ( ７)ꎬ式 ( ８) 和

(Ｆ２)ꎬ得

｜ Ｇ(ｕ) ｜ ≤ ζ
２(１ ＋ ‖ａ‖∞

｜ ｕ ｜ ２ ＋ Ｃζ ｜ ｕ ｜ γ＋１ .

余下的证明类似于引理 ４ 的证明ꎬ省略其证明

过程.
引理 ６　 ｓｕｐΦ(ｕ)>０Ｊ(ｕ) /Φ(ｕ)>０.
证明　 对任意的􀭵ａ>０ꎬ选取 ｖ１∈Ｃ２(ＲꎬＲＮ)使

得 ｖ１( ｔ)＝ ζꎬｔ∈[０ꎬ􀭵ａ]ꎻｖ１( ｔ)＝ ０ꎬｔ∈(－∞ ꎬ－２]或
者[􀭵ａ＋２ꎬ＋∞ )且 ｜ ｖ１( ｔ) ｜ ≤ ｜ ζ ｜ ꎬｔ∈Ｒ.显然 ｖ１∈Ｅ
以及 Φ( ｖ１) >０.由(Ｆ６)ꎬ(Ｆ３)以及选取足够大的

􀭵ａꎬ得

Ｊ(ｖ１) ＝ ∫
Ｒ
ａ( ｔ)Ｇ(ｖ１( ｔ))ｄｔ

≥ ∫􀭰ａ

０
ａ(ｔ)Ｇ(ｖ１(ｔ)ｄｔ －

　 ∫０
－２
ａ(ｔ) ｜ Ｇ(ｖ１(ｔ)) ｜ｄｔ －

　 ∫􀭰ａ＋２

􀭰ａ
ａ(ｔ) ｜ Ｇ(ｖ１(ｔ)) ｜ｄｔ > ０

从而有

β０ ＝ ｓｕｐΦ(ｕ) > ０
Ｊ(ｕ)
Φ(ｕ)

> ０.

　 　 引理 ７　 λ１ ＝ １ / β０≥１ / (２Ｍδ２
２‖ａ‖∞ )ꎬ其中

Ｍ＝ｍａｘｕ≠０ ｜Ｇ(ｕ) ｜ / ｜ ｕ ｜ ２

证明　 由(Ｆ３)ꎬ得

Ｊ(ｕ) ＝ ∫
Ｒ
ａ( ｔ)Ｇ(ｕ( ｔ))ｄｔ

≤ Ｍ‖ａ‖∞ ‖ｕ‖２
２

≤ Ｍδ２
２‖ａ‖∞ ‖ｕ‖２ .

９５
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β０ ＝ ｓｕｐΦ(ｕ) > ０
Ｊ(ｕ)
Φ(ｕ)

≤ ２Ｍδ２
２‖ａ‖∞ .

证毕.
证明　 显然ꎬＥ 是可分的ꎬ自反的以及一致凸

的 Ｂａｎａｃｈ 空间.由引理 ２—引理 ７ꎬ得到 ΦꎬＪ 以及

Ψ 满足文献[１１]中的 Ｔｈｅｏｒｅｍ １ 的所有条件.因
此ꎬ对每一个 λ>λ１ꎬ存在 σ<０ 使得对每一个 μ∈
[０ꎬσ]ꎬＩ 在 Ｅ 中至少存在三个临界点.易知 ０ 是

系统(１)的解.因此ꎬ系统(１)至少存在两个非平

凡的同宿解.
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