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摘　 要:在构建复杂系统时ꎬ为了提高系统的运行可靠度ꎬ决策者往往采取冗余备份

或者将元件并联.但在采取冗余备份时ꎬ需要增加系统检测设备与开关零件ꎬ这又显

著地增加了经济费用ꎻ此外ꎬ开关的可靠度也会对系统的可靠度造成影响.本文将对

服从指数分布的并联系统可靠度与爱尔兰分布式冗余备份系统进行比较ꎬ首先分析

元件个数的增加或者并联个数的增加所带来的系统边际可靠度的提高ꎬ进而研究在

经济费用约束的条件下是实行并联还是实行爱尔兰分布式的冗余备份ꎬ以及对开关

经济成本等变量作最优可靠度灵敏度分析.
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０　 引　 言

可靠性理论是分析那些能表征产品规定功能

的随机事件发生概率的一门学科.可靠性该理论建

立在概率论基础上ꎬ最早以机器维修问题作为其研

究领域[１] .目前ꎬ可靠性理论主要研究系统的可靠

性指标ꎬ以及在可靠性指标基础上的最优检测时

间ꎬ以避免故障的发生ꎬ减少故障带来的损失ꎬ例如

国内的研究文献[２￣４]ꎬ国外的研究文献[５￣８].在 Ｎ
元服从指数分布并联系统中ꎬ谢超凡和徐鲁雄已经

对可靠度极值度作了相关分析ꎬ他们认为ꎬ在不考

虑经济约束情况下ꎬ所有元件失效率相等时ꎬ系统

可靠性达到最小值ꎻ在考虑经济约束情况下ꎬ且故

障率为单位弹性时ꎬ得到的结论也是相同的.在运

行过程中ꎬ根据实际情况ꎬ如果故障率在下包络线

上ꎬ那么整个系统的元器件应该通通换掉ꎻ如果故

障率距离下包络线还比较远ꎬ那么出于经济性能考

虑ꎬ只要更新故障率最高的几个原件即可[９] .在对

并联系统下包络线分析时ꎬ借助 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ不
等式、对称性和 Ｋｕｈｎ￣Ｔｕｃｋｅｒ 条件给出最优值分

布ꎬ即可靠度达到最大值所满足的 Ｋ￣Ｔ 条件:如果

在功能约束可行域的内部ꎬ要使可靠度达到最大

值ꎬ那么单位费用所产生的各个元件可靠度增大量

应该相等ꎬ即费用￣故障率均衡ꎻ在功能约束可行域

边界上ꎬ则必须进行修正以得到边界费用￣故障率

均衡ꎬ并且使用无差异曲线分析在不同的边际替代

率情况下的最优解的情况.不管何种情况ꎬ元部件

的故障率相等时ꎬ得到可靠度最大值的一个可接受

下界ꎬ并依此对系统运行的过程进行划分[ １０ ] .本文

将对服从指数分布的并联系统可靠度与爱尔兰分

布式冗余备份系统进行比较ꎬ分析元件个数的增加

或者并联个数的增加所带来的系统边际可靠度的

提高ꎬ以及在经济费用约束条件下寻找最优可靠度

值ꎬ进而分析并联系统与爱尔兰分布系统的优劣以

及开关的经济成本对最优值可靠度规划的影响.

１　 可靠性主要指标

Ａ:表示系统正常工作事件.
Ａｉ:表示第 ｉ 个单元正常工作事件.
λ ｉ:表示第 ｉ 个元件的失效率.
Ｒｓ( ｔ):表示系统可靠度ꎬ即 Ｐ(Ａ)＝ Ｒｓ .
Ｒ ｉ ( ｔ ): 表 示 第 ｉ 个 单 元 的 可 靠 度ꎬ 即

Ｐ(Ａ)＝ Ｒ ｉ .
ｍｓ:表示系统的平均寿命ꎬｍｓ ＝ ∫

＋∞
０ Ｒｓ( ｔ)ｄｔ.

并联系统ꎬ一个系统由 ｎ 个元件组成ꎬ若只要

由一个元件工作ꎬ系统就正常工作ꎬ或者说ꎬ只有

当所有单元都失效时ꎬ系统才失效.则称这样的系

统为并联系统ꎬ由概率的性质可知ꎬ系统可靠度为

Ｒｓ(ｔ) ＝ １ －∏
ｎ

ｉ ＝ １
(１ － Ｒｉ(ｔ)) ＝ １ －∏

ｎ

ｉ ＝ １
(１ － ｅ－λｉｔ)

(１)
　 　 冗余备份系统ꎬ一些元件工作ꎬ其它单元不工

作ꎬ处于备用或等待状态ꎬ当工作的单元失效时ꎬ
备用单元才接替工作ꎬ且备用单元的失效率在备

用期为零ꎬ换句话说ꎬ在备用期间可靠度为百分

百.一个工作ꎬｎ－１ 个备用的冗余系统框架如图 １
所示ꎬ其中ꎬＫ 为检测器和开关.

图 １　 爱尔兰系统逻辑框图

Ｆｉｇ.１　 Ｔｈｅ ｌｏｇｉｃａｌ ｂｌｏｃｋ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｅｒｌａｎｇ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

当假定开关是绝对可靠时有以下的引理:
引理 １　 Ｘ１ꎬＸ２ꎬ􀆺Ｘｎ 是 ｎ 个相互独立的随机

变量ꎬ服从相同参数 λ 的负指数分布ꎬ那么 Ｘ ＝
Ｘ１＋Ｘ２＋􀆺＋Ｘｎ 服从 ｎ 阶爱尔兰分布ꎬ其概率密度

函数是:

ｂｎ(ｕ) ＝
λｅ －λｕ (λｕ) ｎ－１

(ｎ － １)!
ꎬｕ≥ ０

０ꎬｕ < ０

ì

î

í
ïï

ïï
(２)

　 　 证明　 设 ｐ(ｕ)为随机变量 Ｘ ｉ 的概率密度函

数ꎬ由于 Ｘ ｉ 是独立同分布的随机变量且服从指数

分布ꎬ则 ｐ(ｕ)是服从指数分布的概率密度函数ꎬ

令 φ( ｔ)∫＋∞
－∞

ｅｉｔｕｐ(ｕ)ｄｕ 是随机变量 Ｘ ｉ 的特征函

数ꎬ则 φ( ｔ)＝ (１－ ｉｔ
λ
) －１ .由于 Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２＋􀆺＋Ｘｎꎬ则

可知 Ｘ 的概率密度函数为 Ｘ ｉ 做了 ｎ 重卷积运算ꎬ
由于傅里叶变换能把卷积运算变成乘法运算.因

２７
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此 Ｘ 的特征函数为:

φｎ( ｔ) ＝ φ( ｔ) ｎ ＝ １ － ｉｔ
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ｎ

则 Ｘ 的概率密度函数为ꎬ当 ｕ≥０ 时 ｂｎ(ｕ) ＝
１
２π∫

＋∞

－∞
ｅｉｔｕφｎ( ｔ)ｄｔ ＝

１
２π∫

＋∞

－∞
ｅ －ｉｔｕ(１ － ｉｔ

λ

－ｎ

)ｄｔ ꎬ由分

部积分可得:
１
２π∫

＋∞

－∞
ｅ－ｉｔｕ(１ － ｉｔ

λ
)－ｎｄｔ ＝ １

２π [ λ
(ｎ － １)ｉ

ｅｉｔｕ ×

(１ － ｉｔ
λ
)－ｎ＋１

＋∞

－∞

＋ λｕ
ｎ － １∫

＋∞

－∞
ｅｉｔｕ(１ － ｉｔ

λ
)－ｎ＋１ｄｔ ] ＝

１
２π

λｕ
ｎ － １∫

＋∞

－∞
ｅ－ｉｔｕ(１ － ｉｔ

λ
)－ｎ＋１ｄｔ ＝ 􀆺 ＝ １

２π
(λｕ)ｎ－１

(ｎ － １)!
×

∫＋∞
－∞
ｅ－ｉｔｕ(１ － ｉｔ

λ
)－１ｄｔ ＝ λｅ－λｕ (λｕ)

ｎ－１

(ｎ － １)!
　 　 因此对于 ｎ－１ 个冗余备份元件ꎬ并且元件寿

命服从指数分布的系统ꎬ其分布服从 ｎ 阶爱尔兰

分布ꎬ证毕.
引理 ２ 　 当系统寿命服从 ｎ 阶爱尔兰分布

时ꎬ其系统可靠度为:

Ｒｓ( ｔ) ＝ [１ ＋ λｔ ＋ (λｔ)
２

２!
＋ 􀆺 ＋ (λｔ) ｎ－１

(ｎ － １)!
]ｅ －λｔ

(３)
　 　 证明　 由引理 １可知系统寿命 Ｘ 的概率密度

函数为:

ｂｎ(ｕ) ＝
λｅ －λｕ (λｕ) ｎ－１

(ｎ － １)!
ꎬｕ≥ ０

０ꎬｕ < ０

ì

î

í
ïï

ïï

由于 Ｒｓ( ｔ) ＝ Ｐ(Ｔ≥ ｔ) ＝ １ － Ｆ( ｔ) ＝ １ － ∫ｔ
０
λｅ －λｕ ×

(λｕ) ｎ－１

(ｎ － １)!
ｄｕ ꎬ由分部积分可得:

∫ｔ
０
λｅ －λｕ (λｕ) ｎ－１

(ｎ － １)!
ｄｕ ＝ － ∫ｔ

０

(λｕ) ｎ－１

(ｎ － １)!
ｄｅ －λｕ ＝

－ ｅ －λｕ (λｕ) ｎ－１

(ｎ － １)!

ｔ

０

＋ ∫ｔ
０
λｅ －λｕ (λｕ) ｎ－２

(ｎ － ２)!
ｄｕ ＝

－ ｅλｔ (λｔ)
ｎ－１

(ｎ － １)!
＋ ∫ｔ

０
λｅ －λｕ (λｕ) ｎ－２

(ｎ － ２)!
ｄｕ ＝ 􀆺 ＝

－ [１ ＋ λｔ ＋ (λｔ)
２

２!
＋􀆺 ＋ (λｔ) ｎ－１

(ｎ － １)!
]ｅ －λｔ ＋ １由此

可得结论ꎬ证毕.

２　 并联系统与爱尔兰分布可靠度比较

引理 ３　 对于服从指数分布的并联系统ꎬ并
联个数与爱尔兰阶数相等时候ꎬ其两个系统的可

靠度有如下的不等式:

１ － (１ － ｅ－λｔ)ｎ < [１ ＋ λｔ ＋ (λｔ)
２

２!
＋􀆺 ＋

(λｔ)ｎ－１

(ｎ － １)!
]ｅ－λｔ (４)

即 Ｒｐ
Ｓ( ｔ)≤ＲＩ

ｓ( ｔ)ꎬ爱尔兰分布的可靠度始终大于

并联系统的可靠度.

证明　 令 Ｆ(ｘ)＝ [１＋ｘ＋(ｘ)
２

２!
＋􀆺＋ (ｘ)

ｎ－１

(ｎ－１)!
]ｅ－ｘ－

１＋(１－ｅ－ｘ) ｎꎬ可得

Ｆ′(ｘ)＝ [１＋ｘ＋(ｘ)
２

２!
＋􀆺＋ (ｘ)

ｎ－２

(ｎ－２)!
] ｅ－ｘ －[１＋ｘ＋

(ｘ)２

２!
＋􀆺＋ (ｘ)

ｎ－１

(ｎ－１)!
]ｅ－ｘ＋ｎ(１－ｅ－ｘ) ｎ－１ ｅ－ｘ ＝ － (ｘ)

ｎ－１

(ｎ－１)!
×

ｅ－ｘ＋ｎ(１－ｅ－ｘ) ｎ－１ｅ－ｘ ＝０时ꎬ可求得驻点方程为:

(１ － ｅ －ｘ) ｎ－１ ＝ (ｘ)
ｎ－１

ｎ!
　 　 由于在 ｘ≥０ 范围内考虑ꎬ方程等价为:(１－

ｅ－ｘ)＝ ｘ
ｎ－１ ｎ!

ꎬ０ < １
ｎ－１ ｎ!

< １ꎬ令 α ＝ １
ｎ－１ ｎ!

则方程为:

(１－ｅ－ｘ)＝ αｘꎬ(０<α<１)ꎬ令 Ｇ(ｘ)＝ １－ｅ－ｘ－αｘꎬ由于

Ｇ∗(ｘ) <０ꎬ可知 Ｇ( ｘ)在定义域上是凹函数ꎬ则

Ｇ(ｘ)的单调区间为:[０ꎬ Ｉｎ ( １
α
)] ↗ꎬ[ Ｉｎ ( １

α
)ꎬ

＋∞ ]↙ꎬ且 Ｇ(Ｉｎ( １
α
))>０ꎬＧ(ｘ)→－∞ (ｘ→＋∞ )ꎬ

从而可知方程(１－ｅ－ｘ)＝ αｘꎬ(０<α<１)有两个根ꎬ

一个为 ０ꎬ另外一个在[Ｉｎ( １
α
)ꎬ＋∞ ]ꎬ标记为 ｘ∗ .

从而可知对于 Ｆ′( ｘ)的单调区间为:[０ꎬｘ∗]↗ꎬ
[ｘ∗ꎬ＋∞ ] ↙ꎬ由 Ｆ ( ０) ＝ ０ꎬＦ ( ＋∞ ) ＝ ０ꎬ可知

Ｆ(ｘ)>０ꎬ(ｘ>０)ꎬ并且在 ｘ∗处两者的可靠度之差

得到最大值ꎬ最后差距越来越小ꎬ直到 ０ꎬ证毕.
ｎ 阶爱尔兰分布与 ｎ 个并联系统之间的可靠

度差距如图 ２ 所示ꎬ随着冗余和并联元件个数的

增多ꎬ两者之间的可靠度线越来越越远ꎬ根据系统

的平均寿命定义ꎬ可知夹在两条线之间的面积代

表平均寿命的差异ꎬ因此有必要研究平均寿命随

着爱尔兰阶数或者说并联个数的增长所带来的渐

进性质ꎬ有如下的定理.
引理 ４　 对于服从指数分布的并联系统和爱

尔兰分布系统ꎬ并联个数与爱尔兰阶数相等时ꎬ其
两个系统的平均寿命差异随着并联个数的增加逐

渐增大ꎬ增量方程如下:

ΔＳｎ ＝ ｎ
λ

－ １
λ
(１ ＋ １

２
＋ １
３

＋ 􀆺 ＋ １
ｎ
) (５)
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图 ２　 爱尔兰系统与并联系统可靠度比较

Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ Ｅｒｌａｎｇ
ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｓｙｓｔｅｍ

　 　 证明　 ＲＰ
Ｓ( ｔ)ꎬＲＩ

Ｓ( ｔ)分别为相应的并联系统

和爱兰朗系统的可靠度ꎬ则:
ＲＰ

ｓ ( ｔ) ＝ １ － (１ － ｅ －λｔ) ｎꎬＲＩ
Ｓ( ｔ) ＝

[１ ＋ λｔ ＋ (λｔ)
２

２!
＋ 􀆺 ＋ (λｔ) ｎ－１

(ｎ － １)!
]ｅ －λｔ

ΔＳｎ ＝ ∫＋∞
０
(ＲＩ

Ｓ( ｔ) － ＲＰ
Ｓ( ｔ))ｄｔ ＝

∫＋∞
０
∑

ｎ

ｋ ＝ １

(λｔ) ｋ－１

(ｋ － １)!
ｅ －λｔｄｔ － ∫＋∞

０
１ － (１ － ｅ －λｔ) ｎｄｔ

由于伽玛函数 Γ( ｓ) ＝ ∫＋∞
０

ｘｓ－１ｅ －ｘｄｘꎬ则

∫＋∞
０
∑

ｎ

ｋ ＝ １

(λｔ) ｋ－１

(ｋ － １)!
ｅ －λｔｄｔ ＝∑

ｎ

ｋ ＝ １
∫＋∞
０

(λｔ) ｋ－１

(ｋ － １)!
ｅ －λｔｄｔ

＝∑
ｎ

ｋ ＝ １
∫＋∞
０

(ｘ) ｋ－１

(ｋ － １)!
ｅ －ｘｄｘ ＝∑

ｎ

ｋ ＝ １

１
λ(ｋ － １)!

×

∫＋∞
０

ｘｋ－１ｅ －ｘｄｘ ＝∑
ｎ

ｋ ＝ １

Γ(ｋ)
λ(ｋ － １)!

＝ ｎ
λ ∫

＋∞

０
１ － (１ －

ｅ －λｔ) ｎｄｔ ＝ ∫＋∞
０
(１ － (１ － ｅ －λｔ))(１ ＋ (１ － ｅ －λ) ＋

􀆺 ＋ (１ － ｅ －λｔ) ｎ－１)ｄｔ ＝ １
λ ∫

１

０
(１ ＋ (１ － ｘ) ＋ 􀆺 ＋

(１ － ｘ) ｎ－１)ｄｘ ＝ １
λ
(１ ＋ １

２
＋ １
３

＋ 􀆺 ＋ １
ｎ
)

故 ΔＳｎ ＝ ｎ
λ

－ １
λ
(１ ＋ １

２
＋ １
３

＋ 􀆺 ＋ １
ｎ
) ꎬ

证毕.
现在用边际分析法分析 ΔＳｎ 随 ｎ 变化的情

况ꎬΔＳｎ＋１－ΔＳｎ ＝
１
λ
(１－ １

ｎ＋１
)ꎬ由可知 ΔＳｎ 是 ｎ 的

单调递增序列ꎬ但是 ΔＳｎ 并不是 Ｃａｕｃｈｙ 列ꎬ因此

不会收敛ꎬ则 ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ΔＳｎ ＝ ＋∞ .那么接下来就必须考

虑 ΔＳｎ 增长的阶数ꎬ有如下定理:
引理 ５　 对于服从指数分布的并联系统和爱

尔兰分布系统ꎬ并联个数与爱尔兰阶数相等时ꎬ其

两个系统的平均寿命差异 ΔＳｎ 增长的阶为 Ｏ(ｎ).

证明　 由定理 ４ 可知ꎬΔＳｎ ＝
ｎ
λ
－ １
λ
(１＋ １

２
＋

１
３
＋􀆺＋ １

ｎ
)ꎬ根据欧拉定理ꎬ１＋ １

２
＋ １
３
＋􀆺＋ １

ｎ
＝Ｃ＋

Ｉｎｎ＋εｎꎬ其中 Ｃ ＝ ０􀆰 ５７７２１６􀆺称为欧拉常数ꎬ且当

ｎ→∞时ꎬεｎ→０ꎬ也就是说 εｎ 是无穷小量.因此ꎬ
ΔＳｎ 可改写成如下的式子:

ΔＳｎ ＝ １
λ
(ｎ － Ｉｎｎ － Ｃ ＋ εｎ)

ｌｉｍ
ｎ→∞

ΔＳｎ

ｎ
＝ ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ － Ｉｎｎ － Ｃ ＋ εｎ)
λｎ

＝ １
λ

由此可知ꎬΔＳｎ 的阶为 Ｏ(ｎ).

由 ΔＳｎ＋１－ΔＳｎ ＝
１
λ
(１－ １

ｎ＋１
)可知其两个系统

的平均寿命差异 ΔＳｎ 变化速度 Δ２ΔＳｎ ＝
１

ｎ(ｎ＋１)
ꎬ

其阶数为 Ｏ
１
ｎ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

３　 并联系统与爱尔兰分布可靠度经
济比较分析

３.１　 不考虑故障率对费用的影响

现以系统一个生命周期运营所得的收入为经济

指标ꎬ爱尔兰系统在生命周期内平均收益为 ＬＩꎬ则

ＬＩ ＝ ｎ
λ
ｓ － ｎｃ － (ｎ － １)ｋ (６)

　 　 对于并联系统来说ꎬ系统的平均收入为:

ＬＰ ＝ Ｓ
λ
(１ ＋ １

２
＋ １
３

＋ 􀆺 ＋ １
ｎ

－ ｎｃ) (７)

　 　 由于 ＬＩ 和 ＬＰ 都含有元件成本的部分ꎬｓ 代表

单位时间运行收益ꎬｃ 代表单位元件成本ꎬｋ 代表

单位开关成本ꎬ则比较两个方案的收益时ꎬ只需比

较
ｎ
λ
ｓ－(ｎ－１)ｋ 与

ｓ
λ
(１＋ １
２
＋ １
３
＋􀆺＋ １

ｎ
)大小关系ꎬ

由欧拉定理可知 １＋ １
２
＋ １
３
＋􀆺＋ １

ｎ
＝Ｃ＋Ｉｎｎ＋εｎꎬ由

于 ＬＩ 的阶数为 Ｏ(ｎ)ꎬ而 ＬＰ 的阶数为 Ｏ(Ｉｎｎ)ꎬ因
此总存在某个数 ｎ∗ꎬ当 ｎ>ｎ∗时ꎬＬＩ>ＬＰꎬ其收益曲

线如图 ３所示.
在不考虑经济费用约束的情况下ꎬ爱尔兰系

统的经济收益肯定优于并联系统.如果经费有限ꎬ
或者检测开关的成本过大时ꎬ那么最优方案选择

并联系统.
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图 ３　 爱尔兰系统与并联系统经济

效益比较(不考虑故障率)
Ｆｉｇ.３　 Ｔｈｅ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ Ｅｒｌａｎｇ ｓｙｓｔｅｍ

ａｎｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｓｙｓｔｅｍ(Ｄｏ ｎｏｔ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｆａｉｌｕｒｅ ｒａｔｅ)

３.２　 考虑故障率对费用的影响

在前面分析中ꎬ只是把 λ 当做一个参数ꎬ是
把有限经费投入冗余备份或并联ꎬ还是把经费投

入到选择 λ 较低的元件ꎬ都是决策者要考虑的问

题ꎬ现考虑如下的模型:

ｍａｘＬＩ ＝ ｎ
λ
ｓ － ｎｃ － (ｎ － １)ｋ

ｓ.ｔ.ｎｆ(λ) ＝ ｕ (８)

ｍａｘＬＰ ＝ ｓ
λ
(１ ＋ １

２
＋ １
３

＋ 􀆺 ＋ １
ｎ
) － ｎｃ

ｓ.ｔ.ｎｆ(λ) ＝ ｕ (９)
其中 ｆ(λ)为故障率与费用相关函数ꎬ该函数为凸

函数且 ｆ′(λ)<０[６]ꎬ由约束条件可知ꎬλ ＝ ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

代入目标函数可得:

ＬＩ ＝ ｎ

ｆ －１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ － ｎｃ － (ｎ － １)ｋ (１０)

同理可得

ＬＰ ＝ ｓ

ｆ －１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ＋ １
２

＋ １
３

＋ 􀆺 ＋ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｎｃ

(１１)

　 　 ＬＩ － ＬＰ ＝ ｎ

ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ － ( ｎ － １) ｋ － ｓ

ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

×

１＋ １
２
＋ １
３
＋􀆺＋ １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ现将 ＬＩ－ＬＰ 分为两个部分ꎬ

ＬＩ － ＬＰ ＝
ｓ

ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ｋæ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
( ｎ － １ ) － ｓ

ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

×

１
２
＋ １
３
＋􀆺＋ １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｆ′(λ) <０ 则 ｆ －１也是单调递减ꎬ

随着 ｎ↑ꎬ ｓ

ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ｋ↓ꎬ因此 ｎ 足够大的时候 ＬＩ－

ＬＰ<０ꎬ其转折点的大小 ｎ０ 与 ｆ－１ ｕ
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的曲线变化

快慢相关ꎬ由泰勒公式可知
１

ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
１

ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
′×

ｕ
ｎ
＋ Ｏ １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ 要 使 得 ｎ 在 比 较 大 时 有 等 式

１

ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
′ ｕ
ｎ
＝ ｋ＋ε 成立(ε 为剩余项)ꎬ且为了抵

消
ｓ

ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２
＋ １
３
＋􀆺＋ １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 带来的影响ꎬ则费用 ｕ

要足够大ꎬ检测开关 ｋ 要比较小ꎬ １
ｆ－１(ｘ)

在 ０ 点附

近的变化很大ꎬ则得到 ｎ≈
１

ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
′ ｕ
ｋ
.否则ꎬｎ

只能取较小的值或者无解.下面通过差分法来计

算爱尔兰分布情况下达到最优值要满足的条件ꎬ
由于 ｎ∗是其最优值ꎬ则有:

(ａ)ＬＩ(ｎ∗) ≥ ＬＩ(ｎ∗ － １)
(ｂ)ＬＩ(ｎ∗) ≥ ＬＩ(ｎ∗ ＋ １)

　 　 由第一个式子可得
ｎ

ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ (ｎ－１)

ｆ－１ ｕ
ｎ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷

≥ｃ＋ｋ
ｓ
ꎬ

由第二个式子得
ｎ＋１

ｆ－１ ｕ
ｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ ｎ

ｆ－１ ｕ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

≤ｃ＋ｋ
ｓ
ꎬ两个式

子合并可得如下不等式:
ｃ ＋ ｋ
ｕｓ
≥ １

ｕ
ｎ∗

ｆ －１
ｕ
ｎ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ １
ｕ

ｎ∗ － １
ｆ －１

ｕ
ｎ∗ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷

(１２)
ｎ∗为第一次出现满足上述不等式的值ꎬ由上式不

等式(１２)可以看出 ｃ＋ｋ 越大 ｎ∗也必须越大ꎬ要想

弥补成本的开销ꎬ爱尔兰分布的阶数必须增大ꎻ费
用与单位时间收入越大ꎬ反而爱尔兰分布的阶数

反而较小就可以取得很好的收益ꎬ此外还跟函数

１
ｘｆ－１(ｘ)

的曲线变化相关.

ＬＩ－ＬＰ≥０有解的情况下ꎬ并不意味最优方案

５７



　 　 　 南华大学学报(自然科学版) ２０１６年 ３月

就选择了爱尔兰分布系统ꎬ因为有可能出现以下

三种情况ꎬ如图 ４所示.

图 ４　 爱尔兰系统与并联系统经济

效益比较(考虑故障率)
Ｆｉｇ.４　 Ｔｈｅ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ

Ｅｒｌａｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｓｙｓｔｅｍ
(Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｆａｉｌｕｒｅ ｒａｔｅ)

图 ４ 中 ｎ０ 代表爱尔兰系统和并联系统可靠

度的交点ꎬｎ∗代表爱尔兰系统最优可靠度ꎬｎ∗∗代

表并联系统最优可靠度ꎬ根据图 ４ 可以看出 ｎ∗≥
ｎ０ 时ꎬ选择并联系统为最优方案ꎬｎ∗ <ｎ０ 时ꎬ要比

较两个方案的最优值ꎬ还必须计算并联系统的最

优值.可通过如下的差分法求解ꎬ其最优值必须满

足如下条件:
(ａ)ＬＰ(ｎ∗∗) ≥ ＬＰ(ｎ∗∗ － １)
(ｂ)ＬＰ(ｎ∗∗) ≥ ＬＰ(ｎ∗∗ ＋ １)

　 　 最后得到近似不等式: ｃ

１＋ １
２
＋ １
３
＋􀆺＋ １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓ
≥

１

ｆ－１
ｕ

ｎ∗∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

－ １

ｆ－１
ｕ

ｎ∗∗－１
æ

è
ç

ö

ø
÷

ꎬ从该不等式可以看出 ｎ∗∗

与函数
１

ｆ－１(ｘ)
的曲线变化相关ꎬ最后最后比较ꎬＬＩ

(ｎ∗)和 ＬＰ(ｎ∗∗)ꎬ如果 ＬＩ(ｎ∗)>ＬＰ(ｎ∗∗)选择爱尔

兰系统ꎬ反之选择并联系统.

４　 结　 论

本文对服从指数分布的并联系统可靠度与爱

尔兰分布式冗余备份系统进行比较ꎬ由此得出在

任何时间点ꎬ爱尔兰分布的可靠度始终大于并联

系统的可靠度ꎬ并且两个系统的平均寿命差异随

着并联个数的增加逐渐增大ꎬ其两个系统的平均

寿命差异 ΔＳｎ 增长的阶为 Ｏ(ｎ).在对两个系统做

经济优化和灵敏度分析时ꎬ在不考虑经济费用约

束的情况下ꎬ爱尔兰系统的经济收益肯定优于并

联系统.如果经费有限ꎬ且不考虑故障率选择对系

统费用的经济影响或者检测开关的成本过大时ꎬ
那么最优方案选择并联系统.在考虑故障率选择

对系统经济费用的影响时ꎬ当爱尔兰分布的最优

值点在并联系统和它相交点的右侧时候ꎬ选择爱

尔兰分布系统ꎻ当最优值点在相交点左侧时ꎬ通过

边际方法则比较两个系统的最优值大小ꎬ并且给

出实际运用中所满足的计算不等式.
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