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随机利率下双复合 Ｐｏｉｓｓｏｎ 风险模型的破产概率

魏　 飞ꎬ廖基定
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摘　 要:考虑随机利率因素下ꎬ将经典风险模型推广到保费收入和索赔支出相互独立

的双复合 Ｐｏｉｓｓｏｎ风险模型ꎬ得到该风险模型的最终破产概率的精确表达式和一般不

等式.
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０　 引　 言

在经典风险模型[１]中ꎬ保险公司在单位时间

收取的保费是一样的.但在实际情形下ꎬ不同时间

所收取的保费是不一样的.文献 [ ２]讨论了双

Ｐｏｉｓｓｏｎ风险模型ꎻ文献[３]研究了二项索赔下索

赔收取为 Ｐｏｉｓｓｏｎ过程的风险模型.本文在上述工

作的基础上ꎬ将文献[４]的风险模型推广为考虑

随机利率因素的双复合 Ｐｏｉｓｓｏｎ风险模型.

１　 建立模型

定义 １　 设(ΩꎬＦꎬＰ)为一给定的完备概率空

间ꎬｕ≥０ꎬｔ≥０ꎬ建立风险模型

Ｕ( ｔ) ＝ ｕ(１ ＋ Ａ) ＋ Ｓ( ｔ)ꎬ

Ｓ( ｔ) ＝ (１ ＋ Ａ)∑
Ｍ( ｔ)

ｉ ＝ １
Ｘ ｉ －∑

Ｎ( ｔ)

ｊ ＝ １
Ｙ ｊ － σＷ( ｔ) .

　 　 其中:
(１) ｕ 为保险公司的初始资本ꎬ Ａ 为随机利
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率且 Ｅ( Ａ )＝ ａ ꎻ(２) Ｘ ｉ 表示第 ｉ份保单收取的保

费ꎬ且 Ｅ ( Ｘ ｉ ) ＝ αꎻ Ｙ ｊ 表示第 ｊ 次的理赔额ꎬ且
Ｅ(Ｙ ｊ)＝ βꎻ(３) Ｍ( ｔ) ꎬ Ｎ( ｔ) 分别表示到时刻 ｔ 为
止保险公司收到的保单总数和发生的理赔总次

数ꎬ分别服从参数为 λꎬμ 的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 过程ꎻ(４)σ>
０ꎬ{Ｗ( ｔ)ꎻｔ≥０}为标准的 Ｂｒｏｗｎ 运动ꎬ表示其他

的支出额ꎻ(５) Ｘ ｉ ꎬ Ｙｊ ꎬ Ｍ( ｔ) ꎬ Ｎ( ｔ) 相互独立.
称盈余过程{Ｕ( ｔ)ꎻｔ≥０}为随机利率下双复

合 Ｐｏｉｓｓｏｎ风险模型.为保证公司的正常稳定的运

营ꎬ需要满足 Ｅ[Ｓ( ｔ)] ＝[(１＋ａ)αλ－βμ] ｔ>０.
定义 ２ 　 最终破产时刻 Ｔ ＝ ｍｉｎ { ｔ: ｔ≥０ꎬ

Ｕ( ｔ)<０}ꎬ破产概率 ψ(ｕ)＝ Ｐ{Ｔ<∞ ｜ Ｕ(０)＝ ｕ}ꎬ

安全负荷系数 θ＝(１
＋ａ)αλ
βμ

－１>０.

２　 主要结果

引理 １ 　 方程 λ [ ＭＸ( － ｒ(１ ＋ Ａ)) － １] ＋

μ[ＭＹ( ｒ)－１]＋(
１
２
ｒ２σ２) ＝ ０ 存在唯一的正解 Ｒꎬ

其中 Ｒ 为调节系数ꎬ方程中 ＭＸ( ｒ) ꎬ ＭＹ( ｒ) 分别

是 ＸꎬＹ 的矩母函数.
证明　 令 ｇ( ｒ )＝ λ[ ＭＸ( － ｒ(１ ＋ Ａ)) －１]＋

μ[ ＭＹ( ｒ) －１]＋(
１
２
ｒ２σ２)ꎬ

ｇ′( ｒ) ＝ － λ ( １ ＋ Ａ) Ｍ′Ｘ( － ｒ(１ ＋ Ａ)) ＋
μＭ′Ｙ( ｒ) ＋( ｒσ２)ꎬ

ｇ″( ｒ) ＝ λ(１＋Ａ) ２Ｍ″Ｘ( － ｒ(１ ＋ Ａ)) ＋μＭ″Ｙ( ｒ)
＋ σ２>０.

从而有 ｇ′(０) ＝ － (１ ＋ ａ)αλ ＋ βμ < ０ꎬ
所以 ｇ( ｒ )是一个凸函数ꎬ至多有两个解.
显然 ｇ(０)＝ ０ꎬ ｒ ＝ ０是平凡解.
由凸函数的性质知ꎬｇ( ｒ )＝ ０ 存在唯一的正

根 Ｒ.
引理 ２　 对于盈余过程{Ｓ( ｔ)ꎬｔ≥０}ꎬ存在 Ｒꎬ

使得 Ｅ[ ｅ －ＲＳ( ｔ) ] ＝ １.
证明　 Ｅ[ ｅ －ｒＳ( ｔ) ] ＝Ｅ{ｅｘｐ[－ ｒ (１＋

Ａ )∑
Ｍ( ｔ)

ｉ ＝ １
Ｘ ｉ ＋ｒ∑

Ｎ( ｔ)

ｊ ＝ １
Ｙ ｊ ＋ ｒσＷ( ｔ)]} ＝

Ｅ{ｅｘｐ[－ ｒ (１＋ Ａ )∑
Ｍ( ｔ)

ｉ ＝ １
Ｘｉ ]}×

Ｅ{ｅｘｐ[ ｒ∑
Ｎ( ｔ)

ｊ ＝ １
Ｙ ｊ ]}Ｅ[ｅｘｐ( ｒσＷ( ｔ))]ꎬ

由于 Ｅ{ｅｘｐ[－ ｒ (１＋ Ａ )∑
Ｍ( ｔ)

ｉ ＝ １
Ｘ ｉ ]} ＝

∑
¥

ｎ ＝ ０
Ｅ[ ｅｘｐ(－ ｒ (１＋ Ａ )∑

Ｍ( ｔ)

ｉ ＝ １
Ｘ ｉ ) ｜ Ｍ( ｔ) ＝

ｎ]Ｐ[ Ｍ( ｔ) ＝ ｎ] ＝∑
¥

ｎ ＝ ０
{Ｅ[ ｅｘｐ(－ ｒ (１＋

Ａ )Ｘ ]} ｎ (λｔ) ｎｅ －λｔ

ｎ!
＝ｅｘｐ{[ ＭＸ( － ｒ(１ ＋

Ａ)) －１]λｔ}ꎬ
同理

Ｅ{ｅｘｐ[ ｒ∑
Ｎ( ｔ)

ｊ ＝ １
Ｙ ｊ ]} ＝ｅｘｐ{[ ＭＹ( ｒ) －１]μｔ}ꎬ

Ｅ[ｅｘｐ( ｒσＷ( ｔ))] ＝ｅｘｐ( １
２
ｒ２σ２)ꎬ

从而有 　 Ｅ [ ｅ －ｒＳ( ｔ) ] ＝ ｅｘｐ {[ ＭＸ( － ｒ(１ ＋

Ａ)) －１]λｔ＋[ ＭＹ( ｒ) －１]μｔ＋(
１
２
ｒ２σ２ ｔ)]}ꎬ

由引理 １知ꎬ存在函数 ｇ( ｒ )ꎬ使得

Ｅ[ｅ －ＲＳ( ｔ)] ＝ ｅ －ｔｇ(Ｒ) ＝ １
　 　 定理 １　 对于随机利率下双复合 Ｐｏｉｓｓｏｎ 风

险模型ꎬ最终破产概率满足的不等式为

ψ( ｕ )≤ ｅ －Ｒｕ(１＋Ａ) ꎬ其中 Ｒ 为调节系数.
证明

ψ( ｕ )＝ Ｐ{ ｉｎｆ
ｔ≥０

Ｕ(ｔ) ≤０} ＝Ｐ{ ｉｎｆ
ｔ≥０
[ｕ(１ ＋ Ａ) ＋

Ｓ( ｔ)] ≤０} ＝Ｐ{ ｓｕｐ
ｔ≥０
[ － ｕ(１ ＋ Ａ) － Ｓ( ｔ)] ≥０}

＝Ｐ{ ｓｕｐ
ｔ≥０
[ － Ｓ( ｔ)] ≥ ｕ (１＋ Ａ )}

＝Ｐ{ ｓｕｐ
ｔ≥０
[ｅｘｐ(－ ＲＳ(ｔ))] ≥ｅｘｐ[ Ｒｕ (１＋ Ａ )]}ꎬ

根据引理 １和 ２ꎬ以及 Ｄｏｏｂ’ｓ不等式[６]得
Ｐ{ ｓｕｐ

０≤ｔ≤ｖ
[ｅｘｐ( － ＲＳ(ｔ))] ≥ｅｘｐ[Ｒｕ (１＋ Ａ )]}

≤ Ｅ(ｅ －２ＲＳ( ｔ))
ｅ２Ｒｕ(１＋Ａ)

≤ ｅ －Ｒｕ(１＋Ａ) ꎬ
当 ｖ→ ¥时ꎬ从而可得　 ψ( ｕ )≤ ｅ －Ｒｕ(１＋Ａ) .
定理 ２　 风险模型的最终破产概率的精确表

达式为

ψ(ｕ) ＝ ｅ －Ｒｕ(１＋Ａ)

Ｅ[ｅｘｐ( － ＲＵ(Ｔ)) ｜ Ｔ < ¥]
　 　 证明对任意 ｔ>０ꎬｒ>０有

Ｅ[ｅ －ｒＵ( ｔ)] ＝ Ｅ[ｅ －ｒＵ( ｔ) ｜ Ｔ≤ ｔ]Ｐ(Ｔ≤ ｔ) ＋
Ｅ[ｅ －ｒＵ( ｔ) ｜ Ｔ > ｔ]Ｐ(Ｔ > ｔ)

　 　 由引理 ２可得

Ｅ[ｅ －ＲＵ( ｔ)] ＝ Ｅ[ｅ －Ｒｕ(１＋Ａ)]Ｅ[ｅ －ＲＳ( ｔ)] ＝ ｅ －Ｒｕ(１＋Ａ)

　 　 从而有

ｅ －Ｒｕ(１＋Ａ) ＝ Ｅ[ｅ －ＲＵ( ｔ) ｜ Ｔ≤ ｔ]Ｐ(Ｔ≤ ｔ) ＋
Ｅ[ｅ －ＲＵ( ｔ) ｜ Ｔ > ｔ]Ｐ(Ｔ > ｔ)

　 　 当 Ｔ≤ ｔ 时ꎬ则有

Ｕ( ｔ) ＝ Ｕ(Ｔ) ＋ [Ｕ( ｔ) － Ｕ(Ｔ)] ＝ Ｕ(Ｔ) ＋

ｕ(１ ＋ Ａ) ＋ (１ ＋ Ａ)∑
Ｍ( ｔ)

ｉ ＝ １
Ｘ ｉ －∑

Ｎ( ｔ)

ｊ ＝ １
Ｙ ｊ － σＷ( ｔ) －

３５



　 　 　 南华大学学报(自然科学版) ２０１６年 ３月

ｕ(１ ＋ Ａ) － (１ ＋ Ａ)∑
Ｍ(Ｔ)

ｉ ＝ １
Ｘ ｉ ＋∑

Ｎ(Ｔ)

ｊ ＝ １
Ｙ ｊ ＋ σＷ(Ｔ)

＝ Ｕ(Ｔ) ＋ (１ ＋ Ａ) ∑
Ｍ( ｔ)

ｉ ＝ Ｍ(Ｔ)
Ｘ ｉ － ∑

Ｎ( ｔ)

ｊ ＝ Ｎ(Ｔ)
Ｙ ｊ －

[σＷ( ｔ) － σＷ(Ｔ)]
　 　 所以

Ｅ[ｅ －ＲＵ( ｔ) ｜ Ｔ≤ ｔ]Ｐ(Ｔ≤ ｔ) ＝
Ｅ[ｅ －ＲＵ(Ｔ) －Ｒ(Ｓ( ｔ) －Ｓ(Ｔ)) ｜ Ｔ≤ ｔ]Ｐ(Ｔ≤ ｔ) ＝

Ｅ[ｅ －ＲＵ(Ｔ) ｜ Ｔ≤ ｔ]Ｐ(Ｔ≤ ｔ)
　 　 当 ｔ→ ¥时ꎬ

ｅ －Ｒｕ(１＋Ａ) ＝ Ｅ[ｅ －ＲＵ(Ｔ) ｜ Ｔ < ¥]ψ(ｕ) ＋
ｌｉｍ
ｔ→¥

Ｅ[ｅ －ＲＵ( ｔ) ｜ Ｔ > ｔ]Ｐ(Ｔ > ｔ)

　 　 当 Ｔ>ｔ 时ꎬＵ( ｔ)>０ꎬ从而 ｅ－ＲＵ( ｔ) <１.
由强大数定理知

ｌｉｍ
ｔ→¥

Ｕ( ｔ) ＝ ＋ ¥　 ａ.ｓ.

　 　 因此由控制收敛定理可得

ｌｉｍ
ｔ→¥

Ｅ[ｅ －ＲＵ( ｔ) ｜ Ｔ > ｔ]Ｐ(Ｔ > ｔ) ＝ ０　 ａ.ｓ.

　 　 所以

ψ(ｕ) ＝ ｅ －Ｒｕ(１＋Ａ)

Ｅ[ｅｘｐ( － ＲＵ(Ｔ)) ｜ Ｔ < ¥]
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