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摘　 要:讨论一类带有 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子非线性分数阶微分方程耦合系统边值问题解

的存在性ꎬ给出解的存在性条件ꎬ利用不动点定理进行讨论.
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０　 引　 言

在过去的几十年ꎬ分数阶微分方程在科学工

程和技术领域得到了广泛应用ꎬ例如物理学ꎬ机械

学ꎬ化学ꎬ气象学ꎬ生物工程等等[１￣４]ꎬ由于分数阶

微分方程非常适合刻画具有遗传和记忆材料的物

质和过程ꎬ所以ꎬ分数阶微分方程在科学和工程技

术领域的应用有不可替代的作用.众所周知ꎬ多孔

介质中的湍流是一个基本的力学问题.为了研究
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这类问题ꎬＬｅｉｂｅｎｓｏｎ [５] 提出了带 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子

的整数阶微分方程边值问题

(φｐ(ｘ′( ｔ))) ′ ＝ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｘ′( ｔ))ꎬｔ∈ (０ꎬ１)
其中 φｐ( ｓ) ＝ ｓ ｐ－２ｓ 是 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子( ｐ > １).

φｐ( ｓ) 的共轭算子是 φｑ( ｓ) ꎬ ｑ > １且 １
ｐ

＋ １
ｑ

＝ １.

随着分数阶微分方程自身理论的发展及其应用ꎬ
近几年ꎬ分数阶微分方程边值问题与 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算

子的结合开始吸引广大学者的兴趣 [６－１２] .
Ｂａｓｈｉｒ Ａｈｍａｄ[１３]等研究了一类非线性分数阶

微分方程耦合系统的三点边值问题

Ｄαｘ(ｔ) ＋ ｆ(ｔꎬｙ(ｔ)ꎬＤｐｙ(ｔ)) ＝ ０ꎬ
Ｄβｙ(ｔ) ＋ ｇ(ｔꎬｘ(ｔ)ꎬＤｑｘ(ｔ)) ＝ ０ꎬ０ < ｔ < １ꎬ
ｘ(０) ＝ ｙ(０) ＝ ０ꎬｘ(１) ＝ γｘ(η)ꎬｙ(１) ＝ γｙ(η)

ì

î

í

ïï

ïï

解得存在性ꎬ １ < αꎬβ < ２ꎬ０ < ｐꎬｑ < １ꎬα － ｑ >
１ꎬβ － ｐ > １ꎬｐꎬｑꎬγ > ０ꎬ０ < η < １ꎬγηα－１ < １ꎬ
γηβ－１ < １ꎬη≥０ꎬ其中 ＤαꎬＤβ 是标准 Ｒｉｅｍａｎｎ￣Ｌｉ￣
ｏｕｖｉｌｌｅ型微分ꎬ ｆꎬｇ:[０ꎬ１] × Ｒ × Ｒ→ Ｒ 连续.

程玲玲[１４]等利用 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理研究

了带有 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子分数阶微分方程耦合系

统边值问题

Ｄγ
０＋φｐＤα

０＋ｕ(ｔ)＝ ｆ(ｔꎬｖ(ｔ))ꎬ０ < ｔ < １ꎬ

Ｄγ
０＋φｐＤβ

０＋ｖ(ｔ)＝ ｆ(ｔꎬｕ(ｔ))ꎬ０ < ｔ < １ꎬ

ｕ(０)＝ ｕ(１)＝ ｖ(０)＝ ｖ(１)＝ Ｄα
０＋ｕ(０)＝ Ｄβ

０＋ｖ(０)＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

解的存在性ꎬ其中 ０ < αꎬβ≤２ꎬ０ < γ≤１ꎬＤα
０＋ꎬＤβ

０＋ꎬ
Ｄγ
０＋ 是 Ｃａｐｕｔｏ型微分ꎬ ｆꎬｇ:[０ꎬ１] × Ｒ→ Ｒ 连续.

受以上的启发ꎬ本文将研究如下一类带 ｐ￣Ｌａｐｌａ￣
ｃｉａｎ算子非线性分数阶微分方程耦合系统边值问题

Ｄγ
０＋φｐＤα

０＋ｘ(ｔ) ＝ ｆ(ｔꎬｙ(ｔ)ꎬＤｍ
０＋ｙ(ｔ))ꎬ０ < ｔ < １ꎬ

Ｄγ
０＋φｐＤβ

０＋ｙ(ｔ) ＝ ｇ(ｔꎬｘ(ｔ)ꎬＤｎ
０＋ｘ(ｔ))ꎬ０ < ｔ < １ꎬ

ｘ(０) ＝ ｙ(０) ＝ ０ꎬｘ(１) ＝ ｒｘ(η)ꎬｙ(１) ＝ ｒ(η)ꎬ
Ｄα
０＋ｘ(０) ＝ Ｄβ

０＋ｙ(０) ＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１)

其中ꎬＤα
０＋ꎬＤβ

０＋ꎬＤγ
０＋ 是Ｃａｐｕｔｏ型微分ꎬ０ < γ < １ꎬ１ <

αꎬβ < ２ꎬ０ < ｐꎬｑ < １ꎬα － ｑ > １ꎬβ － ｐ > １ꎬｐꎬｑꎬｒ >
０ꎬ０ < η < １ꎬｒη < １ꎬη≥０ꎬｆꎬｇ:[０ꎬ１] × Ｒ→Ｒ连续ꎬ
利用 Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理ꎬ得到解的存在性定理.

１　 预备知识

引理 １[１４] 　 设 Ｕ 为 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｘ 的一个有

界闭凸子集ꎬ如果 Ｔ:Ｕ→ Ｕ 为全连续算子ꎬ那么 Ｔ
在 Ｕ 内至少有一个不动点.

定义 ２[１５] 　 连续函数 ｕ( ｔ):Ｒ ＋→ Ｒ 的 α 次

Ｒｉｅｍａｎｎ￣Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ型积分为

Ｉα０ ＋ｕ( ｔ) ＝
１
Γ(α) ∫

ｔ

０
( ｔ － ｓ) α－１ｕ( ｓ)ｄｓ

其中 α > ０.
定义 ３[１５] 　 连续函数 ｕ( ｔ):Ｒ ＋→ Ｒ 的 α 次

Ｃａｐｕｔｏ型微分为

Ｄα
０ ＋ｕ( ｔ) ＝

１
Γ(ｎ － α) ∫

ｔ

０
( ｔ － ｓ) ｎ－α－１ｕ(ｎ)( ｓ)ｄｓ

其中ꎬ α > ０ꎬｎ ＝ [α] ＋ １.
引理 ４[１５] 　 设函数 ｕ∈ Ｃ[０ꎬ１] 有 α > ０ 阶

Ｃａｐｕｔｏ型微分ꎬ则有

Ｉα０＋Ｄα
０＋ｘ(ｔ) ＝ ｘ(ｔ) ＋ ｃ０ ＋ ｃ１ｔ ＋ ｃ２ｔ２ ＋ ＋ ｃｎ－１ｔｎ

－１ꎬ
ｃｉ ∈ Ｒꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬꎬｎ － １

其中 ｎ 是大于等于 α 的最小整数.

２　 主要结果

引理 ５　 设 ｆ( ｔ) ∈ Ｃ[０ꎬ１]ꎬ１ < α ≤ ２ꎬ０ <
ｒ≤１ꎬ则

Ｄｒ
０ ＋φｐＤα

０ ＋ｘ( ｔ) ＝ ｆ( ｔ)ꎬ０ < ｔ < １ꎬ

ｘ(０) ＝ ０ꎬｘ(１) ＝ γｘ(η)ꎬＤα
０ ＋ｘ(０) ＝ ０

{ (２)

的唯一解为 ｘ( ｔ) ＝ ∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ)φｑ( Ｉｒ０ ＋ ｆ( ｓ))ｄｓꎬ其中

Ｇ(ｔꎬｓ)＝ １
Γ(α)(１ － γη)

(ｔ － ｓ)α－１(１ － γη) ＋ γ(η － ｓ)α－１ｔ － (１ － ｓ)α－１ｔꎬ　 　 ０≤ ｓ≤ｍｉｎ{ｔꎬη} < １ꎻ
(ｔ － ｓ)α－１(１ － γη) － (１ － ｓ)α－１ｔꎬ　 　 η < ｓ≤ ｔꎻ
ｔ[(１ － ｓ)α－１ － γ(η － ｓ)α－１]ꎬ　 　 ｔ < ｓ≤ηꎻ
ｔ(１ － ｓ)α－１ꎬ　 　 ｍａｘ{ｔꎬη} < ｓ≤１.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(３)

　 　 证 　 由引理 ２ꎬ则 ( ２) 中的方程可化为

φｐＤα
０ ＋ｘ( ｔ)＝ Ｉｒ０ ＋ ｆ( ｔ) ＋ ｃ. 由边值条件 Ｄα

０ ＋ｘ( ｔ)＝ ０可
得 ｃ ＝ ０ꎬ同理可得

ｘ( ｔ) ＝ Ｉα０ ＋φｑＩｒ０ ＋ ｆ( ｔ) ＋ ｃ０ ＋ ｃ１ ｔ (４)
由边值条件 ｘ(０) ＝ ０ꎬｘ(１) ＝ γｘ(η)ꎬ得

ｃ０ ＝ ０ꎬｃ１ ＝
１

Γ(α)(１ － γη)
(∫η
０
γ(η － ｓ)α－１ｆ(ｓ)ｄｓ －

∫１
０
(１ － ｓ)α－１ｆ(ｓ)ｄｓ) ꎬ代入式(４)ꎬ即得

ｘ( ｔ) ＝ ∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ)φｑ( Ｉｒ０ ＋ ｆ( ｓ))ｄｓ

其中

８４
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Ｇ(ｔꎬｓ)＝ １
Γ(α)(１ － γη)

(ｔ － ｓ)α－１(１ － γη) ＋ γ(η － ｓ)α－１ｔ － (１ － ｓ)α－１ｔꎬ　 　 ０≤ ｓ≤ｍｉｎ{ｔꎬη} < １ꎻ
(ｔ － ｓ)α－１(１ － γη) － (１ － ｓ)α－１ｔꎬ　 　 η < ｓ≤ ｔꎻ
ｔ[(１ － ｓ)α－１ － γ(η － ｓ)α－１]ꎬ　 　 ｔ < ｓ≤ηꎻ
ｔ(１ － ｓ)α－１ꎬ　 　 ｍａｘ{ｔꎬη} < ｓ≤１.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 证明完毕.
由引理 ５ꎬ容易得到:
引理 ６　 微分方程系统(１)就等价于积分方

程系统

ｘ(ｔ) ＝ ∫１
０
Ｇα(ｔꎬｓ)φｑ(Ｉｒ０＋ ｆ(ｔꎬｙ(ｔ)ꎬＤｍ

０＋ｙ(ｔ)))ｄｓꎬ

ｙ(ｔ) ＝ ∫１
０
Ｇβ(ｔꎬｓ)φｑ(Ｉｒ０＋ｇ(ｔꎬｘ(ｔ)ꎬＤｎ

０＋ｘ(ｔ)))ｄｓꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 设 Ｉ ＝ [０ꎬ１]ꎬＸ ＝ {ｘ(ｔ) ｘ(ｔ)ꎬＤｎ
０＋ｘ(ｔ) ∈Ｃ(Ｉ)}ꎬ

Ｙ ＝ {ｙ(ｔ) ｙ(ｔ)ꎬＤｍ０＋ｙ(ｔ) ∈Ｃ(Ｉ)} ꎬ分别定义空间 ＸꎬＹ
上的范数

‖ｘ(ｔ)‖Ｘ ＝ ｍａｘｔ∈Ｉ ｘ(ｔ) ＋ ｍａｘｔ∈Ｉ Ｄｎ
０＋ｘ(ｔ) ꎬ

‖ｙ(ｔ)‖Ｘ ＝ ｍａｘｔ∈Ｉ ｙ(ｔ) ＋ ｍａｘｔ∈Ｉ Ｄｍ
０＋ｙ(ｔ) .

　 　 在 Ｘ × Ｙ 上 定 义 范 数 ‖(ｘꎬｙ)‖ ＝
ｍａｘ{‖ｘ‖Ｘꎬ‖ｙ‖Ｙ}ꎬ则 (Ｘ × Ｙꎬ‖‖) 为 Ｂａ￣
ｎａｃｈ空间.

设 (ｘꎬｙ) ∈Ｘ × Ｙꎬ根据引理 ６定义算子 Ｔ 如下

Ｔ(ｕꎬｖ)( ｔ) ＝ (∫１
０
Ｇα( ｔꎬｓ)φｑ( Ｉｒ０ ＋ ｆ( ｔꎬｙ( ｔ)ꎬ

Ｄｍ
０ ＋ｙ( ｔ)))ｄｓꎬ∫１

０
Ｇβ( ｔꎬｓ)φｑ( Ｉｒ０ ＋ｇ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬ

Ｄｎ
０ ＋ｘ( ｔ)))ｄｓ) ＝ (Ｔ１ｙ( ｔ)ꎬＴ２ｘ( ｔ)) .

　 　 我们有如下主要定理:
定理 ７　 设 ｆꎬｇ:[０ꎬ１] × Ｒ→ Ｒ 为连续函数ꎬ

满足以下条件:
(Ｈ１ ) 存 在 非 负 函 数 ａ１( ｔ)ꎬｂ１( ｔ)ꎬｃ１( ｔ)ꎬ

ａ２( ｔ)ꎬｂ２( ｔ)ꎬｃ２( ｔ) ∈ Ｌ(０ꎬ１) ꎬ使

ｆ( ｔꎬｘꎬｙ) ≤ ａ１( ｔ) ＋ ｂ１( ｔ) ｘ ｍ１ ＋ ｃ( ｔ) ｙ ｍ２

ｇ( ｔꎬｘꎬｙ) ≤ ａ１( ｔ) ＋ ｂ１( ｔ) ｘ ｎ１ ＋ ｃ( ｔ) ｙ ｎ２

　 　 成立ꎬ这里 ０ < ｍ１ꎬｍ２ꎬｎ１ꎬｎ２ < １ꎬ则边值问

题(１) 存在解(ｘꎬｙ) .
证 　 定义 Ｕ ＝ {(ｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)) ｜ ｘ( ｔ) ∈ Ｘꎬ

ｙ( ｔ) ∈Ｙꎬ‖(ｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ))‖ ≤ ｄꎬｔ ∈ Ｉ}ꎬ则 Ｕ 是

Ｘ ×Ｙ的有界凸闭集ꎬ且对任意(ｘꎬｙ) ∈ Ｕꎬ注意到

ｆ( ｔꎬｙ( ｔ))ꎬｇ( ｔꎬｘ( ｔ)) 是有界的.从而算子 Ｔ 在 Ｕ
上有定义.令

Ｍ ＝ ｍａｘ
ｔ∈Ｉ ∫

１

０
Ｇ( ｔꎬｓ) ｄｓꎬ

Ｎ ＝ ｍａｘ{‖ａｉ‖¥ꎬ‖ｂｉ‖¥ꎬ‖ｃｉ‖¥ꎬｉ ＝ １ꎬ２}ꎬ
Ｐ ＝ ｍａｘ{ ｘ(ｔ) ꎬ Ｄｍ

０＋ｙ(ｔ) ꎬ ｙ(ｔ) ꎬ Ｄｎ
０＋ｘ(ｔ) }ꎬ

且满足 Ｍφｑ(
１

Γ( ｒ ＋ １)
Ｎ(１ ＋ Ｐｎ１ ＋ Ｐｎ２)) ≤ ｄ

下面我分两步证明:
第一步ꎬ证明 Ｔ:Ｕ→ Ｕꎬ设 (ｘꎬｙ) ∈ Ｕ ꎬ应用

条件(Ｈ１)及引理 ３得

Ｔ１ｙ( ｔ) ≤ ∫１
０
Ｇα( ｔꎬｓ)φｑ( Ｉｒ０ ＋ ｆ( ｓꎬ

ｘ( ｓ)ꎬｘｎ( ｓ)))ｄｓ ≤ ∫１
０

Ｇα( ｔꎬｓ) ×

φｑ(
１
Γ(ｒ) ∫

ｓ

０
(ｓ － τ) ｒ－１ｆ(τꎬｘ(τ)ꎬｘｎ(τ))ｄτ) ｄｓ≤

∫１
０

Ｇα(ｔꎬｓ)φｑ(
１
Γ(ｒ) ∫

１

０
(ｓ － τ)ｒ－１(ａ(τ) ＋

ｂ(τ) ｘ(τ) ｎ１ ＋ ｃ(τ) Ｄｎ
０＋ｘ(τ) ｎ２)ｄτ) ｄｓ≤

∫１
０

Ｇα( ｔꎬｓ)φｑ(
１
Γ( ｒ) ∫

ｓ

０
( ｓ － τ) ｒ－１ ×

Ｎ(１ ＋ ｘ(τ) ｎ１ ＋ Ｄｎ
０＋ ｘ(τ) ｎ２)ｄτ) ｄｓ≤

∫１
０
Ｇα( ｔꎬｓ) φｑ(

１
Γ( ｒ) ∫

ｓ

０
( ｓ － τ) ｒ－１Ｎ(１ ＋ Ｐｎ１ ＋

Ｐｎ２)ｄτ)ｄｓ≤ ∫１
０
Ｇα( ｔꎬｓ) ｄｓφｑ(

１
Γ( ｒ ＋ １)

×

Ｎ(１ ＋ Ｐｎ１ ＋ Ｐｎ２)) ≤ Ｍφｑ(
１

Γ( ｒ ＋ １)
×

Ｎ(１ ＋ Ｐｎ１ ＋ Ｐｎ２)) ≤ ｄ
　 　 同理可得 Ｔ２ｘ( ｔ) < ｄ. 因而‖Ｔ(ｕꎬｖ)‖≤
ｄ. 又因为 Ｔ１ｙ( ｔ)ꎬＴ２ｘ( ｔ) 在 Ｉ上连续ꎬ所以 Ｔ:Ｕ→
Ｕ.

第二步ꎬ证 Ｔ 是等度连续的ꎬ对任意的 (ｘꎬｙ)
∈ Ｕ ꎬ ｆꎬｇ 有界ꎬ令

Ｍ１ ＝ ｍａｘ
ｔ∈Ｉ

Ｉｒ０ ＋ ｆ( ｔꎬｙ( ｔ)ꎬＤｍ
０ ＋ｙ( ｔ)) ꎬ Ｍ２ ＝

ｍａｘ
ｔ∈Ｉ

Ｉｒ０ ＋ ｇ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬＤｎ
０ ＋ｘ( ｔ)) .

∀ε > ０ꎬｔ１ꎬｔ２∈ Ｉꎬｔ１ < ｔ２ꎬ存在 δ１ ＝ｍｉｎ(δ′１ꎬ
δ″１ꎬδ‴１)ꎬδ２ ＝ ｍｉｎ(δ′２ꎬδ″２ꎬδ‴２)ꎬ

令 δ ＝ ｍｉｎ{δ１ꎬδ２} ꎬ下面分三种情况进行

讨论:
第一种情况ꎬ ０ < η < ｔ１ < ｔ２ < １ꎬ取 δ′１ ＝

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
Ｍｑ－１
１ [γηα ＋ (１ － η) α ＋ (α ＋ １)(３ － ２γη)]

ε

｜ Ｔ１ｙ( ｔ１) － Ｔ１ｙ( ｔ２) ｜≤ Ｍｑ－１
１ (∫η

０
｜ Ｇα( ｔ１ꎬｓ) －

９４
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Ｇα( ｔ２ꎬｓ) ｜ ｄｓ ＋ ∫ｔ１
η
｜ Ｇα( ｔ１ꎬｓ) － Ｇα( ｔ２ꎬｓ) ｜ ) ＋

∫ｔ２
ｔ１
｜ Ｇα(ｔ１ꎬｓ) － Ｇα(ｔ２ꎬｓ) ｜ ｄｓ ＋ ∫１

ｔ２
｜ Ｇα(ｔ１ꎬｓ) －

Ｇα(ｔ２ꎬｓ) ｜ ｄｓ)≤
Ｍｑ－１
１

Γ(α)(１ － γη)
(∫η
０
｜ (ｔ１ － ｓ)α

－１ ×

(１ － γη) ＋ ｒｔ１ (η － ｓ) α－１ － ｔ１ (１ － ｓ) α－１ －
( ｔ２ － ｓ) α－１(１ － γη) － ｒｔ２ (η － ｓ) α－１ ＋

ｔ２ (１ － ｓ) α－１ ｜ ｄｓ ＋ ∫ｔ１
η
｜ ( ｔ１ － ｓ) α－１(１ －

γη) － (１ － ｓ)α－１ｔ１ － (ｔ２ － ｓ)α－１(１ － γη) ＋

ｔ２ (１ － ｓ) α－１ ｜ ｄｓ ＋ ∫ｔ２
ｔ１
｜ ｔ１(１ － ｓ) α－１ －

( ｔ２ － ｓ) α－１(１ － ｒη) ＋ ｔ２ (１ － ｓ) α－１ ｜ ｄｓ ＋

∫１
ｔ２
｜ ｔ１ (１ － ｓ) α－１ － ｔ２ (１ － ｓ) α－１ ｜ ｄｓ) ≤

Ｍ ｑ－１
１

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
{｜ － (ｔ１ － η)α(１ － γη) ＋

ｔα１(１ － γη) ＋ ｒｔ１ηα ＋ ｔ１ (１ － η) α － ｔ１ ＋
( ｔ２ － η) α(１ － γη) － ｔα２(１ － γη) － ｒｔ２ηα －
ｔ２ (１ － η) α ＋ ｔ２ ｜ ＋ ｜ ( ｔ１ － η) α(１ － γη) ＋
(１ － ｔ１) α ｔ１ － (１ － η) α ｔ１ ＋ ( ｔ２ － ｔ１) α(１ －
γη) － ( ｔ２ － η) α(１ － γη) － (１ － ｔ１) α ｔ２ ＋
(１ － η) α ｔ２ ｜ ＋ ｜ － ｔ１ (１ － ｔ２) α ＋ ｔ１ (１ － ｔ１) α －
( ｔ２ － ｔ１) α(１ － ｒη) ＋ ｔ２(１ － ｔ２)α － ｔ２(１ －
ｔ１) α ｜ ＋ ｜ ｔ１ (１ － ｔ２) α － ｔ２ (１ － ｔ２) α ｜ } ≤

Ｍｑ－１
１

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
{ ｜ － ( ｔ１ － η) α ＋ ｔα１ ＋

( ｔ２ － η) α － ｔα２)(１ － γη) ＋ ( ｒηα ＋ (１ － η) α －
１)( ｔ１ － ｔ２) ｜ ＋ ｜ (( ｔ１ － η) α － ( ｔ２ － η) α ＋
( ｔ２ － ｔ１) α)(１ － γη) ＋ ( ｔ１ － ｔ２)((１ － ｔ１) α －
(１ － η)α) ｜ ＋｜ (－ (１ － ｔ２)α ＋ (１ － ｔ１)α)(ｔ１ － ｔ２) －
( ｔ２ － ｔ１) α(１ － ｒη) ｜ ＋ ｜ ( ｔ１ － ｔ２) (１ － ｔ２) α ｜ } ≤

Ｍｑ－１
１

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
{[２α(１ － γη) ＋ γηα ＋

(１ － η) α － １] ＋ [(α ＋ １)(１ － γη) ＋
１] ＋ [(α ＋ １ － γη) ＋ １]}( ｔ２ － ｔ１) ≤

Ｍｑ－１
１

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
[γηα ＋ (１ － η) α ＋ (α ＋

１)(３ － ２γη)]( ｔ２ － ｔ１) ≤ ε
第二种情况ꎬ ０ < ｔ１ < η < ｔ２ < １ꎬ取

δ″１ ＝
Γ(α ＋ １)(１ － γη)

Ｍｑ－１
１ [４α ＋ ２αηγ ＋ ２αη － γη ＋ (１ － η)α ＋ １]

ε

｜ Ｔ１ｙ( ｔ１) － Ｔ１ｙ( ｔ２) ｜≤ Ｍｑ－１
１ (∫ｔ１

０
｜ Ｇα( ｔ１ꎬｓ) －

Ｇα( ｔ２ꎬｓ) ｜ ｄｓ ＋ ∫η
ｔ１
｜ Ｇα( ｔ１ꎬｓ) － Ｇα( ｔ２ꎬｓ) ｜ ) ＋

∫ｔ２
η
｜ Ｇα( ｔ１ꎬｓ) － Ｇα( ｔ２ꎬｓ) ｜ ｄｓ ＋ ∫１

ｔ２
｜ Ｇα( ｔ１ꎬｓ) －

Ｇα(ｔ２ꎬｓ) ｜ ｄｓ) ≤
Ｍｑ－１
１

Γ(α)(１ － γη)
(∫ｔ１
０
｜ (ｔ１ － ｓ)α－１ ×

(１ － γη) ＋ ｒｔ１ (η － ｓ) α－１ － ｔ１ (１ － ｓ) α－１ －
( ｔ２ － ｓ) α－１(１ － γη) － ｒｔ２ (η － ｓ) α－１ ＋

ｔ２ (１ － ｓ) α－１ ｜ ｄｓ ＋ ∫η
ｔ１
｜ ｔ１[(１ － ｓ) α－１ －

γ(η － ｓ) α－１] － ( ｔ２ － ｓ) α－１(１ － γη) －
γ(η － ｓ) α－１ ｔ２ ＋ (１ － ｓ) α－１ ｔ２ ｜ ｄｓ ＋

∫ｔ２
η
｜ ｔ１ (１ － ｓ) α－１ － ( ｔ２ － ｓ) α－１(１ － ｒη) ＋

ｔ２ (１ － ｓ) α－１ ｜ ｄｓ ＋ ∫１
ｔ２
｜ ｔ１ (１ － ｓ) α－１ －

ｔ２ (１ － ｓ)α－１ ｜ ｄｓ) ≤
Ｍｑ－１
１

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
{｜ ｔ１ α(１ －

γη) － γｔ１ (η － ｔ１) α ＋ ｒｔ１ηα ＋ ｔ１ (１ － ｔ１) α － ｔ１ ＋
( ｔ２ － ｔ１) α(１ － γη) － ｔα２(１ － γη) ＋ γｔ２ (η － ｔ１) α －
ｒｔ２ηα － ｔ２ (１ － ｔ１) α ＋ ｔ２ ｜ ＋ ｜ ｔ１[ － (１ － η) α ＋
(１ － ｔ１) α － γ (η － ｔ１) α] ＋ ( ｔ２ － η) α(１ － γη) －
( ｔ２ － ｔ１) α(１ － γη) － γ (η － ｔ１) α ｔ２ － (１ － η) α ｔ２ ＋
(１ － ｔ１) α ｔ２ ｜ ＋ ｜ － ｔ１ (１ － ｔ２) α ＋ ｔ１ (１ － η) α －
( ｔ２ － η) α(１ － ｒη) － ｔ２ (１ － ｔ２) α ＋ ｔ２ (１ － η) α ｜ ＋

｜ ｔ１ (１ － ｔ２)α － ｔ２ (１ － ｔ２)α ｜ } ≤
Ｍ ｑ－１
１

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
×

{｜ [(ｔ２ － ｔ１)α ＋ ｔ１ α － ｔα２](１ － γη) ＋ γ (η － ｔ１)α ×
( ｔ２ － ｔ１) ＋ ｒηα( ｔ１ － ｔ２) ＋ (１ － ｔ１) α( ｔ１ － ｔ２) ＋
( ｔ２ － ｔ１) ｜ ＋ ｜ ( ｔ２ ＋ ｔ１)[ － (１ － η) α ＋ (１ － ｔ１) α －
γ (η － ｔ１)α] ＋ [(ｔ２ － η)α － (ｔ２ － ｔ１)α](１ － γη) ｜ ＋
｜ (ｔ２ ＋ ｔ１)[(１ － η)α － (１ － ｔ２)α] － (ｔ２ － η)α(１ －

ｒη) ｜ ＋｜ (ｔ１ － ｔ２) (１ － ｔ２)α ｜ }≤
Ｍｑ－１
１

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
×

{ ｜ [(α ＋ １)(１ － γη) ＋ γ (η － ｔ１) α － ｒηα －
(１ － ｔ１)α ＋ １](ｔ２ － ｔ１) ｜ ＋｜ (１ ＋ η)[ － (１ － η)α ＋
(１ － ｔ１) α] ＋ [( ｔ２ － η) α － ( ｔ２ － ｔ１) α](１ －
γη) ｜ ＋ ｜ (１ ＋ η)[(１ － η) α － (１ － ｔ２) α] ｜ ＋

｜ ( ｔ１ － ｔ２) (１ － ｔ２) α ｜ } ≤
Ｍｑ－１
１

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
×

{ ｜ (α ＋ １)(１ － γη) ｜ ＋ ｜ α(１ ＋ η) ＋ α(１ －
γη) ｜ ＋ ｜ α(１ ＋ η) ｜ ＋ ｜ (１ － η) α ｜ }( ｔ２ － ｔ１) ≤
Ｍｑ－１
１ [４α ＋ ２αηγ ＋ ２αη － γη ＋ (１ － η)α ＋ １]

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
(ｔ２ －

０５
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ｔ１) ≤ ε
第三种情况ꎬ ０ < ｔ１ < ｔ２ < η < １ꎬ取
δ‴１ ＝

Γ(α ＋ １)(１ －γη)
Ｍｑ－１
１ [(α ＋ １)(１ －γη) ＋η ＋ ２αη ＋αγ ＋γηα ＋(１ －η)α]

ε

｜ Ｔ１ｙ( ｔ１) － Ｔ１ｙ( ｔ２) ｜≤Ｍｑ－１
１ (∫ｔ１

０
｜ Ｇα( ｔ１ꎬｓ) －

Ｇα( ｔ２ꎬｓ) ｜ ｄｓ ＋ ∫ｔ２
ｔ１
｜ Ｇα( ｔ１ꎬｓ) － Ｇα( ｔ２ꎬｓ) ｜ ) ＋

∫η
ｔ２
｜ Ｇα( ｔ１ꎬｓ) － Ｇα( ｔ２ꎬｓ) ｜ ｄｓ ＋ ∫１

η
｜ Ｇα( ｔ１ꎬｓ) －

Ｇα(ｔ２ꎬｓ) ｜ ｄｓ) ≤
Ｍｑ－１
１

Γ(α)(１ － γη)
(∫ｔ１
０
｜ (ｔ１ － ｓ)α－１ ×

(１ － γη) ＋ γｔ１ (η － ｓ) α－１ － ｔ１ (１ － ｓ) α－１ －
( ｔ２ － ｓ) α－１(１ － γη) － ｒｔ２(η － ｓ) α－１ ＋

ｔ２ (１ － ｓ) α－１ ｜ ｄｓ ＋ ∫ｔ２
ｔ１
｜ ｔ１[(１ － ｓ) α－１ －

γ(η － ｓ) α－１] － ( ｔ２ － ｓ) α－１(１ － γη) －
γ(η － ｓ) α－１ ｔ２ ＋ (１ － ｓ) α－１ ｔ２ ｜ ｄｓ ＋

∫η
ｔ２
｜ ｔ１[(１ － ｓ) α－１ － γ (η － ｓ) α－１] －

ｔ２[(１ － ｓ) α－１ － γ (η － ｓ) α－１] ｜ ｄｓ ＋

∫１
η
｜ ｔ１ (１ － ｓ) α－１ － ｔ２ (１ － ｓ) α－１ ｜ ｄｓ) ≤

Ｍｑ－１
１

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
{ ｜ ｔ１ α(１ － γη) －

ｒｔ１ (η － ｔ１) α ＋ ｒｔ１ηα ＋ ｔ１ (１ － ｔ１) α － ｔ１ ＋
( ｔ２ － ｔ１) α(１ － γη) － ｔα２(１ － γη) ＋
ｒｔ２(η － ｔ１) α － ｒｔ２ηα － ｔ２(１ － ｔ１) α ＋
ｔ２ ｜ ＋ ｜ ｔ１[ － (１ － ｔ２) α ＋ (１ － ｔ１) α －
γ (η － ｔ２) α ＋ γ (η － ｔ１) α] － ( ｔ２ －
ｔ１) α(１ － γη) ＋ γ(η － ｔ２) α ｔ２ －
γ(η － ｔ１) α ｔ２ － (１ － ｔ２) α ｔ２ ＋ (１ －
ｔ１) α ｔ２ ｜ ＋ ｜ － ｔ１ (１ － η) α ＋ ｔ１(１ － ｔ２) α －
γｔ１(η － ｔ２) α ＋ ｔ２(１ － η) α － ｔ２ (１ － ｔ２) α ＋
γｔ２ (η － ｔ２) α ｜ ＋ ｜ ｔ１ (１ － η) α － ｔ２ (１ － η) α ｜ } ≤

Ｍｑ－１
１

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
{ ｜ [ ｔ１ α － ｔα２ ＋ ( ｔ２ － ｔ１) α] ×

(１ － γη) ＋ ｒ (η － ｔ１) α( ｔ２ － ｔ１) ＋ ｒηα( ｔ１ － ｔ２) ＋
( ｔ１ － ｔ２)(１ － ｔ１) α ＋ ( ｔ２ － ｔ１) ｜ ＋ ｜ ( ｔ１ ＋ ｔ２) ×
[(１ － ｔ１) α － ｔ１ (１ － ｔ２) α] ＋ γ[(η － ｔ１) α ＋
(η － ｔ２) α]( ｔ１ － ｔ２) ｜ ＋ ｜ (１ － η) α( ｔ２ － ｔ１) ＋
(１ － ｔ２) α( ｔ１ － ｔ２) ＋ γ (η － ｔ２) α( ｔ２ － ｔ１) ｜ ＋

｜ (１ － η) α( ｔ１ － ｔ２) ｜ } ≤
Ｍｑ－１
１

Γ(α ＋ １)(１ － γη)
×

{ ｜ (α ＋ １)(１ － γη) ＋ η ｜ ＋｜ ２αη ＋ αγ ｜ ＋
｜ γηα ｜ ＋ ｜ (１ － η) α ｜ }( ｔ２ － ｔ１) ≤ ε

同理可得 ｜ Ｔ２ｕ( ｔ１) － Ｔ２ｕ( ｔ２) ｜ < ε. 所以 ＴＵ
是等度连续的ꎬ同时又是一致有界的ꎬ由 Ａｒｚｅｌａ￣
Ａｓｃｏｌｉ定理可得是全连续算子ꎬ应用引理 １ 知 Ｔ
存在不动点ꎬ所以(１)有解.
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ｕ(１ ＋ Ａ) － (１ ＋ Ａ)∑
Ｍ(Ｔ)

ｉ ＝ １
Ｘ ｉ ＋∑

Ｎ(Ｔ)

ｊ ＝ １
Ｙ ｊ ＋ σＷ(Ｔ)

＝ Ｕ(Ｔ) ＋ (１ ＋ Ａ) ∑
Ｍ( ｔ)

ｉ ＝ Ｍ(Ｔ)
Ｘ ｉ － ∑

Ｎ( ｔ)

ｊ ＝ Ｎ(Ｔ)
Ｙ ｊ －

[σＷ( ｔ) － σＷ(Ｔ)]
　 　 所以

Ｅ[ｅ －ＲＵ( ｔ) ｜ Ｔ≤ ｔ]Ｐ(Ｔ≤ ｔ) ＝
Ｅ[ｅ －ＲＵ(Ｔ) －Ｒ(Ｓ( ｔ) －Ｓ(Ｔ)) ｜ Ｔ≤ ｔ]Ｐ(Ｔ≤ ｔ) ＝

Ｅ[ｅ －ＲＵ(Ｔ) ｜ Ｔ≤ ｔ]Ｐ(Ｔ≤ ｔ)
　 　 当 ｔ→ ¥时ꎬ

ｅ －Ｒｕ(１＋Ａ) ＝ Ｅ[ｅ －ＲＵ(Ｔ) ｜ Ｔ < ¥]ψ(ｕ) ＋
ｌｉｍ
ｔ→¥

Ｅ[ｅ －ＲＵ( ｔ) ｜ Ｔ > ｔ]Ｐ(Ｔ > ｔ)

　 　 当 Ｔ>ｔ 时ꎬＵ( ｔ)>０ꎬ从而 ｅ－ＲＵ( ｔ) <１.
由强大数定理知

ｌｉｍ
ｔ→¥

Ｕ( ｔ) ＝ ＋ ¥　 ａ.ｓ.

　 　 因此由控制收敛定理可得

ｌｉｍ
ｔ→¥

Ｅ[ｅ －ＲＵ( ｔ) ｜ Ｔ > ｔ]Ｐ(Ｔ > ｔ) ＝ ０　 ａ.ｓ.

　 　 所以

ψ(ｕ) ＝ ｅ －Ｒｕ(１＋Ａ)

Ｅ[ｅｘｐ( － ＲＵ(Ｔ)) ｜ Ｔ < ¥]
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