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竞争模型下连续发酵的最优控制问题
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摘　 要:发酵法生产合生元的工业过程中ꎬ通过培养曲霉与酵母菌两个微生物ꎬ使其

代谢产物达到最大值.本文将底物的补充速度看作是一个控制变量的控制函数ꎬ底物

流出速度看做另一个控制变量的控制函数ꎬ在原 ｍｏｎｏｄ动力学模型的基础上ꎬ提出了

一个新的发酵模型ꎬ并对模型进行了数值模拟ꎬ解决了发酵的最优控制问题.
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０　 引　 言

随着人们生活水平的提高以及环保意识的加

强ꎬ无公害、无污染的绿色产品逐渐成为餐桌上的

主要消费产品.养殖业长期进行不合理的抗生素

使用引发细菌耐药性ꎬ使得畜禽体内菌群失调并

造成二度感染ꎬ引起畜禽机体免疫力下降ꎬ且常有

药物残留于动物产品及环境当中的状况发生.针
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对养殖业使用抗生素等饲料添加剂所造成的危

害ꎬ研究开发新型绿色饲料添加剂就显得尤为

重要.
红曲霉—酵母菌发酵能用来生产合生元能

的ꎬ文献[１]通过实验证明了该方法的可行性ꎬ并
且找到了两种微生物最佳配比ꎬ为本文研究奠定

了基础ꎬ文献[２]中ꎬ作者构造了以下方法ꎬ 并且

采用了打靶法求解了 Ｍｏｎｏｄ方程[３]数值解

ｄＣ( ｔ)
ｄ( ｔ)

＝ － １
Ｙ
ｕｍＣ( ｔ)Ｘ( ｔ) ＋ ｕ( ｔ)

ｄＸ( ｔ)
ｄ( ｔ)

＝ ｕｍＣ( ｔ)Ｘ( ｔ) － ｋｄＸ１( ｔ)
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(１)

　 　 本文从 Ｍｏｎｏｄ 方程出发ꎬ运用最优控制原

理ꎬ对文献[１]的红曲霉—酵母菌发酵ꎬ建立了模

型ꎬ给出了最优问题存在性的证明并进行了数值

模拟.

１　 控制系统的设立

在用红曲霉和酵母菌生产合生元的过程中ꎬ
现作如下假设:

１)营养底物初始条件下为单一的 ＰＤＥ 培养

基(单一土豆培养基).
２)发酵过程中不考虑时滞及空间的不均匀性.
文献[１]的研究表明ꎬ两种微生物能够兼容

共生ꎬ且两种微生物的比例为红曲霉 ∶酵母菌 ＝
１ ∶ ３时ꎬ产物合生元达到最为理想的水平.现在我

们的目的是找到最优的底物补充速度与混合底物

流出速度.
令 Ｘ１( ｔ)ꎬＸ２( ｔ) 分别表示 ｔ 时刻生物量红曲

霉和酵母菌的浓度.设底物的浓度为 Ｃ( ｔ) ꎬ底物

补充速度 ｕ１( ｔ) ꎬ底物流出速度 ｕ２( ｔ) ꎬ通过改进

Ｍｏｎｏｄ方程得到如下的模型:
ｄＣ(ｔ)
ｄ(ｔ)

＝ － １
Ｙ１
ｕ１ｍＣ(ｔ)Ｘ１(ｔ) －

１
Ｙ２
ｕ２ｍＣ(ｔ)Ｘ２(ｔ) ＋ ｕ１(ｔ)

ｄＸ１(ｔ)
ｄ(ｔ)

＝ ｕ１ｍＣ(ｔ)Ｘ１(ｔ) － α１ｕ２(ｔ)Ｘ１(ｔ)

ｄＸ２(ｔ)
ｄ(ｔ)

＝ ｕ２ｍＣ(ｔ)Ｘ２(ｔ) － α２ｕ２(ｔ)Ｘ２(ｔ)
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(２)
　 　 其中 Ｙｉ 表示生产得率常数ꎬ ｕｉ

ｍ 为最大生长

速率常数ꎬ α１ꎬ α２ 分别是两种生物的比例.

２　 无状态约束的最大值原理.
设控制集 Ｒ ＝ {ｕ():[０ꎬＴ] → [ａꎬｂ]} ꎬ定

义目标泛函 Ｊ(ｕ()) ＝ ∫Ｔ
０
Ｘ( ｔ)ｄｔ ꎬ寻找最优控制

ｕ∗() ∈(０ꎬＴ) ꎬ使得 ｕ∗() 在 (０ꎬＴ) 上最大化

性能指标 Ｊ() ꎬ即 Ｊ(ｕ∗()) ＝ ｍａｘ
ｕ()∈Ｒ

ｕ() .

定理 １[４] 　 设 ｆ ０ꎬｆ 关于 ｙ 和 ｕ 有连续的一阶

偏导ꎬ ｆｙꎬｆｕꎬｆ ０ｙ ꎬｆ ０ｕ 一致有界.若 (ｙ()ꎬｕ()) 是

一个最优对ꎬ则存在 ψ():[０ꎬＴ] → Ｒｎ 满足

ｄψ
ｄｔ

＝ － ｆｙ(ｔꎬｙ(ｔ)ꎬｕ(ｔ))ψ(ｔ) ＋ ｆ ０ｙ (ｔꎬｙ(ｔ)ꎬｕ(ｔ))ꎬ

ψ
—
(Ｔ) ＝ ０.
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(３)
　 　 使得

ｆｕ( ｔꎬｙ( ｔ)ꎬｕ( ｔ))ψ( ｔ) ＋ ｆ ０ｕ ( ｔꎬｙ( ｔ)ꎬｕ( ｔ)) ＝ ０
(４)

在 [０ꎬＴ] 上几乎处处成立.特别地ꎬ如果记

Ｈ( ｔꎬｙꎬｕꎬψ) ＝
ｄ
‹ψꎬｆ( ｔꎬｙꎬｕ)› － ｆ ０( ｔꎬｙꎬｕ)

(５)
则最优轨线满足的方程可写成

ｄｙ
ｄｔ

＝ ∂Ｈ
∂ψ
( ｔꎬｙ( ｔ)ꎬｕ( ｔ)ꎬψ( ｔ)) (６)

运用最大值条件则有

Ｈ(ｔꎬｙ(ｔ)ꎬｕ(ｔ)ꎬψ(ｔ)) ＝ ｍａｘ
ｕ∈Ｕ

Ｈ(ｔꎬｙ(ｔ)ꎬｕꎬψ(ｔ))

(７)
　 　 式(７)为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统ꎬＨ 称为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函

数[５]ꎬ方程(３)为伴随方程[６] .

３　 微分方程数值解的转化

利用无状态约束的最优控制问题[７]ꎬ写出相

应的 Ｈ 函数.

Ｈ(ｔꎬｙꎬψ)＝ λ１(－
１
Ｙ１
ｕ１ｍＣ(ｔ)Ｘ１(ｔ) －

１
Ｙ２
ｕ２ｍＣ(ｔ)Ｘ２(ｔ) ＋

ｕ１(ｔ)) ＋ λ２(ｕ１ｍＣ(ｔ)Ｘ１(ｔ) － α１ｕ２(ｔ)Ｘ１(ｔ)) ＋
λ３(ｕ２ｍＣ(ｔ)Ｘ２(ｔ) － α２ｕ２(ｔ)Ｘ２(ｔ)) ＋ α１Ｘ１(ｔ) ＋ α２Ｘ２(ｔ)

(８)
ψ ＝ (λ１ꎬλ２ꎬλ３) Ｔꎬｙ ＝ (ＣꎬＸ１ꎬＸ２) Ｔ (９)

　 　 系统方程和目标泛函不显式依赖于 ｔ ꎬ故 Ｈ∗

为常数ꎬ由不带状态的最大值原理ꎬ以及控制的条

件可以知道

ｕ∗１ ( ｔ) ＝
ａ 如果 λ１( ｔ) < ０

不定 如果 λ１( ｔ) ＝ ０
ｂ 如果 λ１( ｔ) > ０
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(１０)

　 　 从上面对偶方程可以看出ꎬ最优控制实际上

４４
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是一个 ｂａｎｇ￣ｂａｎｇ控制[８]ꎬ最优解 ｕ∗１ ( ｔ) ꎬ ｕ∗２ ( ｔ)
取决于 λ ｉ( ｔ) 的符号ꎬ因此可以将问题转化为边

值问题的微分方程组的求解.将上面的 λ ｉ( ｔ) 具体

写出来有:

(λ１( ｔ)) ＝ λ１
１
Ｙ１
ｕ１ｍＸ１( ｔ) ＋ １

Ｙ２
ｕ２ｍＸ２( ｔ)

æ

è
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ö

ø
÷ －

λ２ｕ１ｍＸ１( ｔ) － λ３ｕ２ｍＸ２( ｔ)

(λ２(ｔ))＝ λ１
１
Ｙ１
ｕ１ｍＣ(ｔ) －λ２ｕ１ｍＣ(ｔ) ＋λ２α１ｕ２(ｔ) －α１

(λ３(ｔ))＝ λ１
１
Ｙ２
ｕ２ｍＣ(ｔ) －λ３ｕ２ｍＣ(ｔ) ＋λ３α２ｕ２(ｔ) －α２
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(１１)

　 　 设定为单调递增的有界函数 ｕ２(ｔ) ＝ － ６
ｔ ＋ １

＋

６ꎬ比较符合现实控制设备的情况ꎬ因此可以将问题

转变为研究上述微分方程组的数值解以及存在性.

４　 最优控制的数值求解

求解边值问题的微分方程组的方法很多ꎬ主
要有:打靶法[９]ꎬ插值法[１０]以及变量法[１１]和伪线

性化法[１２]ꎬ根据具体的方程形式采用龙格—库塔

方法[１３] .
１)考虑常微分方程组的初值问题[１４]ꎬ为方便书

写ꎬ这里将 Ｃ(ｔ)ꎬＸ１(ｔ)ꎬＸ２(ｔ)ꎬλ１(ｔ)ꎬλ２(ｔ)ꎬλ３(ｔ)分
别记作 ｙ１ꎬｙ２ꎬｙ３ꎬｙ４ꎬｙ５ꎬｙ６ꎬ因此得到方程组为

ｙ１′ ＝
ｄｙ１
ｄｔ

＝ ｆ１( ｔꎬｙ１ꎬｙ２ꎬｙ３)

ｙ２′ ＝
ｄｙ２
ｄｔ

＝ ｆ２( ｔꎬｙ１ꎬｙ２)

ｙ３′ ＝
ｄｙ３
ｄｔ

＝ ｆ３( ｔꎬｙ１ꎬｙ３)

ｙ４′ ＝
ｄｙ４
ｄｔ

＝ ｆ４( ｔꎬｙ２ꎬｙ３ꎬｙ４)

ｙ５′ ＝
ｄｙ５
ｄｔ

＝ ｆ５( ｔꎬｙ１ꎬｙ４ꎬｙ５)

ｙ６′ ＝
ｄｙ６
ｄｔ

＝ ｆ６( ｔꎬｙ１ꎬｙ４ꎬｙ６)
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(１２)

　 　 ２) 其中初值分别记 ｙ１(ａ)ꎬｙ２(ａ)ꎬｙ３(ａ)ꎬ
ｙ４(ａ)ꎬｙ５(ａ)ꎬｙ６(ａ)ꎬａ≤ ｔ≤ ｂ.

３)将方程组向量化ꎬ则可化为

ｙ′ ＝ ｆ( ｔꎬｙ)
ｙ(ａ) ＝ ｙ０{ (１３)

　 　 其中 ｙ∈ Ｒｍꎬｆ:Ｒ′ × Ｒｍ .
４)假设函数 ｆ( ｔꎬｙ) 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件ꎬ即对

ｘ∈ [ａꎬｂ]ꎬｙꎬｚ∈ Ｒｍ ꎬ总存在常数 ０ ≤ Ｌ≤ １ꎬ使
得‖ｆ(ｘꎬｙ) － ｆ(ｘꎬｚ)‖ ≤ Ｌ‖ｙ － ｚ‖成立ꎬ则该

方程有唯一解.
５)将 [ａꎬｂ] 区间离散化ꎬ即在 [ａꎬｂ] 区间插

入节点 ａ ＝ ｔ０ < ｔ１ < ｔ２ <  < ｔｎ ＝ ｂꎬ取 ｈｉ ＝ ｔｉ －
ｔｉ －１ 称为步长ꎬ通常为等距节点ꎬ即取 ｈ ＝ (ｂ －
ａ) / ｎ ꎬ在这些节点上用离散化的方法将微分方程

转为 为 离 散 型 的ꎬ 这 样 运 用 数 值 积 分[８] 和

Ｌａｇｒａｎｇｅ插值[９]得到ꎬ四阶 ＲＫ公式为

ｙｎ＋１ ＝ ｙｎ ＋ ｈ
６
(ｋ１ ＋ ２ｋ２ ＋ ２ｋ３ ＋ ｋ４)

ｋ１ ＝ ｆ(ｘｎꎬｙｎ)

ｋ２ ＝ ｆ ｘｎ ＋ ｈ
２
ꎬｙｎ ＋ ｈ

２
ｋ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ３ ＝ ｆ ｘｎ ＋ ｈ
２
ꎬｙｎ ＋ ｈ

２
ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ４ ＝ ｆ(ｘｎ ＋ ｈꎬｙｎ ＋ ｈｋ３)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï
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(１３)

　 　 运用 ｍａｔｌａｂ编程[１０]得到ꎬ当 Ｍｏｎｏｄ方程选取

不同的参数时ꎬ控制将呈现不同ꎬ当 Ｙ１ ＝ ０.５ꎬＹ２ ＝
０.５ꎬｕ１ｍ ＝ ０.３ꎬｕ２ｍ ＝ ０.３ 时ꎬ初值为 Ｃ(０) ＝ １ꎬ
Ｘ１(０) ＝１ꎬＸ２(０) ＝ ０.５ꎬ得到 λ１ 的系数如图 １.

图 １　 λ１ 的系数图

Ｆｉｇ.１　 Ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ １ ｏｆ λ１

由图 １可知当 ３.５ < ｔ < ４.５ 时ꎬλ１ < ０ꎬ因此

ｕ１( ｔ) 取最小值ꎬ而当 ｔ > ４.５时ꎬｕ１( ｔ) 取最大值.
当 Ｙ１ ＝ ０.１ꎬＹ２ ＝ ０.１ꎬｕ１ｍ ＝ ０.３ꎬｕ２ｍ ＝ ０.３时ꎬ初

值为 Ｃ(０) ＝ ２ꎬＸ１(０) ＝ ２ꎬＸ２(０) ＝ １ꎬ得到 λ１ 的系

数如图 ２.
由图 ２看出 λ１>０ꎬ最优控制为 ｕ１( ｔ)一直取最

大值.为了验证上述结果ꎬ选取不同的 ｕ１( ｔ)ꎬ由图 ３
可知ꎬ只有在 ｕ１(ｔ)取最大值时ꎬＸ１(ｔ)才达到最大.
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图 ２　 λ１ 的系数图

Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ ２ ｏｆ λ１

图 ３　 ｕ( ｔ)变化图

Ｆｉｇ.３　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｕ( ｔ)

５　 结　 论

通过本文研究可得ꎬ酵母菌—红曲霉生产合

生元的过程中ꎬ当底物流出速度是一个单调变量

时ꎬ底物补充速度为一个 ｂａｎｇ￣ｂａｎｇ 控制ꎬ且控制

的转变取决于参数的选取ꎬ本文在运用 ｍａｔｌａｂ 解

方程组时ꎬｕ２( ｔ)是一条双曲线ꎬ其存在渐进性ꎬ如
果将 ｕ２( ｔ)改为其他函数形式时ꎬ控制的结论也将

变得完全不同.
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