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随机 ＳＩＲ流行病模型解的渐近性态
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摘　 要:研究了一类随机 ＳＩＲ流行病模型.构建合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ利用 Ｉｔô 公式ꎬ
得出了该模型正解的全局存在唯一性ꎻ在该结论的基础上ꎬ讨论了随机模型的无病平

衡点的渐近行为.在一些条件下ꎬ得出随机模型解的上确极限的最大值.
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０　 引　 言

流行病自古就是危害人类健康、生活的天敌.
为了更好地预防和治疗流行病ꎬ控制其传播ꎬ各国

相关部门一直对流行病进行着深入的研究.例如

马知恩等人[１￣２]系统地介绍了流行病动力学的建

模思想、典型研究方法和主要研究成果.随后许多

学者从各个角度对流行病的确定性数学模型进行

了改进并做了许多工作[３￣４] .设所有的新生儿都是

易感 者ꎬ 并 且 不 考 虑 染 病 者 的 因 病 死 亡ꎬ
Ａｎｄｅｒｓｏｎ[５]等考虑了以下模型:

Ｓ
􀅰
( ｔ) ＝ － βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ) － μＳ( ｔ) ＋ μꎻ

Ｉ
􀅰
( ｔ) ＝ βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ) － μＩ( ｔ) － γＩ( ｔ)ꎻ

Ｒ
􀅰
( ｔ) ＝ γＩ( ｔ) － μＲ( ｔ)ꎬ
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(１)

其中 Ｓ( ｔ)ꎬＩ( ｔ)ꎬＲ( ｔ) 分别表示 ｔ 时刻易感者、染
病者、移出者在总人口中所占的比例ꎬ且所有参数
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均为正常数ꎬ Ｓ( ｔ) ＋ Ｉ( ｔ) ＋ Ｒ( ｔ) ＝ １ꎻ β 是感染率ꎬ
μ 表示易感者、染病者以及恢复者的死亡率及出

生率ꎬ γ 表示恢复率ꎬ βꎬμꎬγ∈ Ｒ ＋ .其基本再生数

Ｒ０ ＝
β

μ ＋ γ
.该模型的两个平衡点分别是无病平衡

点 (Ｓ０ꎬＩ０ꎬＲ０) ＝ (１ꎬ０ꎬ０) ꎬ地方病平衡点 (Ｓ０ꎬＩ０ꎬ

Ｒ０) ＝ (
μ ＋ γ
β
ꎬ μ
μ ＋ γ

－ μ
β
ꎬ γ
μ ＋ γ

－ γ
β
) .

由于在现实世界ꎬ各类疾病传播过程中必然会

受到环境中随机因素的干扰ꎬ而在很多情况下ꎬ这
些干扰都不应该被忽略ꎬ因此ꎬ一些学者[６￣７]对随机

因子的干扰进行了研究.目前ꎬ王克在«随机生物数

学模型» [８]一书中总结了如何在种群生态学中建

立随机数学模型及处理方法.文献[９]中对随机Ｌ￣Ｖ
竞争模型解的渐近性态进行了研究ꎬ文献[１０￣１１]
分别对 ＳＩＲＳꎬＳＩＲ流行病模型中的系数添加环境白

噪声的干扰ꎬ建立了相应的随机流行病模型ꎬ并研

究了其解的渐近行为.本文考虑环境白噪声对 ＳＩＲ
模型(１)的随机干扰ꎬ得到随机模型

ｄＳ( ｔ) ＝ [ － βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ) － μＳ( ｔ) ＋ μ]ｄｔ ＋
σ１Ｓ( ｔ)ｄＢ１( ｔ)ꎻ
ｄＩ( ｔ) ＝ [βＳ( ｔ) Ｉ( ｔ) － μＩ( ｔ) － γＩ( ｔ)]ｄｔ ＋
σ２Ｉ( ｔ)ｄＢ２( ｔ)ꎻ
ｄＲ( ｔ) ＝ [γＩ( ｔ) － μＲ( ｔ)]ｄｔ ＋
σ３Ｒ( ｔ)ｄＢ３( ｔ)ꎬ
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(２)
其中σ２ｉ 表示噪声强度ꎬＢ(ｔ)＝ (Ｂ１(ｔ)ꎬＢ２(ｔ)ꎬＢ３(ｔ))Ｔ是
标准的布朗运动.

在本文中ꎬ设 (Ωꎬ{Ｆ ｔ} ｔ≥０ꎬΡ) 是一个完备的

概率空间ꎬ {Ｆ ｔ} ｔ≥０ 是 Ω 上的一个 σ 代数并且满

足通常条件(即右连续ꎬ Ｆ０ 包含所有零测集)ꎬ
Ｂ( ｔ) ＝ (Ｂ１( ｔ)ꎬＢ２( ｔ)ꎬＢ３( ｔ)) Ｔ 是定义在该概率空

间的布朗运动.

１　 主要结论

定理 １　 对于任意给定的初值 (Ｓ(０)ꎬＩ(０)ꎬ
Ｒ(０)) ∈ Ｒ３＋ ꎬ当 ｔ≥０时ꎬ模型(２)存在唯一的全

局正解 (Ｓ( ｔ)ꎬＩ( ｔ)ꎬＲ( ｔ)) .
证明 　 因 为 系 统 ( ２ ) 的 系 数 满 足 局 部

Ｌｉｐｓｃｈｔｉｚ 连续ꎬ所以对于任意的初值 (Ｓ(０)ꎬ
Ｉ(０)ꎬＲ(０)) ∈ Ｒ３＋ ꎬ系统存在唯一的局部解

(Ｓ( ｔ)ꎬＩ( ｔ)ꎬＲ( ｔ)) ∈ Ｒ３ꎬ ｔ∈ [０ꎬτｅ) ꎬ τｅ 表示爆

炸时间. 为 了 证 明 解 的 全 局 性ꎬ只 需 要 证 明

τｅ ＝ ＋∞ ａ.ｓ.

设 ｋ０ > ０ 充分大ꎬ使得 Ｓ(０) ∈ [ １
ｋ０
ꎬｋ０] ꎬ

Ｉ(０) ∈ [ １
ｋ０
ꎬｋ０] ꎬ Ｒ(０) ∈ [

１
ｋ０
ꎬｋ０] ꎬ则对任意整

数 ｋ≥ ｋ０ꎬ定义停时:

τｋ ＝ ｉｎｆ{ ｔ∈ [０ꎬτｅ):Ｓ( ｔ) ∉
１
ｋ
ꎬｋæ

è
ç

ö

ø
÷

Ｉ( ｔ) ∉ １
ｋ
ꎬｋæ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＲ( ｔ) ∉ １

ｋ
ꎬｋæ

è
ç

ö

ø
÷ }ꎬ

　 　 令 ｉｎｆ Φ ＝ ∞ ꎬ显然ꎬ当 ｋ→＋ ∞ 时ꎬ τｋ 是递增

的.令 τ∞ ＝ ｌｉｍ
ｋ→＋∞

τｋ ꎬ则 τ∞ ≤ τｅ 　 ａ.ｓ.若证得 τ∞ ＝

＋ ∞ ａ.ｓ.那么 τｅ ＝ ＋ ∞ ａ.ｓ.因此ꎬ只需证明 τｅ ＝ ＋ ∞
ａ.ｓ.即对全部 Ｔ > ０ꎬ有当 ｋ→ ＋∞ 时 ｐ{τｋ≤Ｔ}→０.

定义 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ１(ＳꎬＩꎬＲ) ＝ Ｓ － ａ － ａｌｎ Ｓ
ａ

＋ Ｉ － １ －

ｌｎＩ ＋ Ｒ － １ － ｌｎＲꎬ
其中 ａ 是 待 定 正 常 数. 容 易 看 出 对 于 任 意

(ＳꎬＩꎬＲ) Ｔ ∈ Ｒ３＋ ꎬ满足 Ｖ(ＳꎬＩꎬＲ) ≥ ０.
由 Ｉｔô􀆳ｓ公式

ｄＶ１ ＝ ＬＶ１ｄｔ ＋ (１ － ａ
Ｓ
)σ１ＳｄＢ１( ｔ) ＋

(１ － １
Ｉ
)σ２ＩｄＢ２( ｔ) ＋ (１ － １

Ｒ
)σ３ＲｄＲ３( ｔ)

＝ ＬＶ１ｄｔ ＋ σ１(Ｓ － ａ)ｄＢ１( ｔ) ＋
σ２( Ｉ － １)ｄＢ２( ｔ) ＋ σ３(Ｒ － １)ｄＲ３( ｔ)ꎬ

其中

ＬＶ１ ＝ (１ － ａ
Ｓ
)( － βＳＩ － μＳ ＋ μ) ＋

(１ － １
Ｉ
)(βＳＩ － μＩ － γＩ) ＋ (１ － １

Ｒ
)(γＩ － μＲ) ＋

１
２
􀅰 ａ

Ｓ２
􀅰σ２１􀅰Ｓ２ ＋ １

２
􀅰 １

Ｉ２
􀅰σ２２􀅰Ｉ２ ＋

１
２
􀅰 １

Ｒ２
􀅰σ２３􀅰Ｒ２ ＝ － (μ ＋ β)Ｓ ＋ (ａβ － μ) Ｉ －

μＲ ＋ (μ ＋ ａμ ＋ １
２
ａσ２１ ＋

１
２
σ２２ ＋

１
２
σ２３ ＋ μ) －

ａμ
Ｓ

－ γＩ
Ｒ

　 　 则

ｄＶ１ ＝ [(μ ＋ ａμ ＋ １
２
ａσ２１ ＋

１
２
σ２２ ＋

１
２
σ２３ ＋ μ) －

(μ ＋ β)Ｓ ＋ (ａβ － μ) Ｉ － μＲ － ａμ
Ｓ

－ γＩ
Ｒ
]ｄｔ ＋

σ１(Ｓ － ａ)ｄＢ１( ｔ) ＋ σ２( Ｉ － １)ｄＢ２( ｔ) ＋

０４
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σ３(Ｒ － １)ｄＢ３( ｔ)

令 ａβ － μ ＝ ０ꎬ即 ａ ＝ μ
β
ꎬ故

ｄＶ１ ＝ [(μ ＋ μ２

β
＋ １
２
μσ２１
β

＋ １
２
σ２２ ＋

１
２
σ２３ ＋ μ) －

(μ ＋ β)Ｓ － μＲ － μ２

βＳ
－ γＩ
Ｒ
]ｄｔ ＋ σ１(Ｓ － μ

β
)ｄＢ１(ｔ) ＋

σ２( Ｉ － １)ｄＢ２( ｔ) ＋ σ３(Ｒ － １)ｄＢ３( ｔ) ≤

[(μ ＋ μ２

β
＋ １
２

μσ２１
β

＋ １
２
σ２２ ＋

１
２
σ２３ ＋ μ)]ｄｔ ＋

σ１(Ｓ － μ
β
)ｄＢ１( ｔ) ＋ σ２( Ｉ － １)ｄＢ２( ｔ) ＋

σ３(Ｒ － １)ｄＢ３( ｔ) ＝∶ Ｋｄｔ ＋ σ１(Ｓ － μ
β
) ×

ｄＢ１( ｔ) ＋ σ２( Ｉ － １)ｄＢ２( ｔ) ＋ σ３(Ｒ － １)ｄＢ３( ｔ)ꎬ

其中 Ｋ ＝ μ ＋ μ２

β
＋ １
２

μσ２１
β

＋ １
２
σ２２ ＋

１
２
σ２３ ＋ μ.

对上述不等式从 ０到 τｋ ∧ Ｔ 积分

∫τｋ∧Ｔ

０
ｄＶ１ ≤ ∫τｋ∧Ｔ

０
Ｋｄｔ ＋ ∫τｋ∧Ｔ

０
[σ１(Ｓ － μ

β
)ｄＢ１(ｔ) ＋

σ２( Ｉ － １)ｄＢ２( ｔ) ＋ σ３(Ｒ － １)ｄＢ３( ｔ)]ꎬ
不等式两边同时取期望

ＥＶ１ Ｓ τｋ ∧ Ｔ( ) ꎬＩ τｋ ∧ Ｔ( ) ꎬＲ τｋ ∧ Ｔ( )( ) ≤
Ｋ τｋ ∧ Ｔ( ) ＋ Ｖ１(Ｓ(０)ꎬＩ(０)ꎬＲ(０)) ≤

ＫＴ ＋ Ｖ１(Ｓ(０)ꎬＩ(０)ꎬＲ(０)) .
　 　 令 Ωｋ ＝ {τｋ≤ Ｔ} ꎬ由 τｋ 的定义知ꎬ Ｓ(τｋꎬω)ꎬ

Ｉ(τｋꎬω)ꎬＲ(τｋꎬω) 中至少有一个等于 ｋ 或
１
ｋ
ꎬ故

Ｖ１(Ｓ(τｋ)ꎬＩ(τｋ)ꎬＲ(τｋ)) ≥ ｍｉｎ{ｋ － ａ － ａｌｎ ｋ
ａ
ꎬ

１
ｋ

－ ａ － ａｌｎ １
ａｋ
ꎬｋ － １ － ｌｎｋꎬ １

ｋ
－ １ －

ｌｎ １
ｋ
} ＝∶ ｈ(ｋ)ꎬ

显然 ｌｉｍ
ｋ→∞

ｈ(ｋ) ＝ ∞ .由

ＫＴ ＋ Ｖ１(Ｓ(０)ꎬＩ(０)ꎬＲ(０)) ≥ ＥＶ１(Ｓ(τｋ ∧ Ｔ)ꎬ
Ｉ(τｋ ∧ Ｔ)ꎬＲ(τｋ ∧ Ｔ)) ≥

ｐ{τｋ ≤ Ｔ}Ｖ１(Ｓ(τｋ)ꎬＩ(τｋ)ꎬＲ(τｋ)) ≥
ｐ{τｋ ≤ Ｔ}ｈ(ｋ)ꎬ

当 ｋ→∞ ꎬ有 ｌｉｍ
ｋ→∞

ｈ(ｋ)＝ ∞ ꎬ则 ｌｉｍ
ｋ→∞

ｐ{τｋ≤Ｔ} ＝ ０ꎬ又

因为 Ｔ > ０是任意的ꎬ则有 ｐ{τｋ < ＋∞} ＝ ０ꎬ ｐ{τｋ ＝
＋ ∞} ＝ １ꎬ因此 τ∞ ＝ ∞　 ａ.ｓ.定理 １得证.

定理 ２　 若 Ｒ０≤１ꎬ ２σ２１ < μ ꎬ σ２２ < ２μ ＋ γ ꎬ

σ２３ < ４μ２

２μ ＋ γ
ꎬ则对任意初值ꎬ随机模型(２)的解

有如下性质:

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔ
Ｅ ∫ｔ

０
[(Ｓ( ｒ) － １) ２ ＋ Ｉ２( ｒ) ＋

Ｒ２( ｒ)]ｄｒ≤
２σ２１
ｋ

(３)

证明　 令 ｕ ＝ Ｓ － １ꎬｖ ＝ Ｉꎬｗ ＝ Ｒ ꎬ即 Ｓ ＝ ｕ ＋ １ꎬ
Ｉ ＝ ｖꎬＲ ＝ ｗ ꎬ代入模型ꎬ得
ｄｕ ＝ ( － βｕｖ － βｖ － μｕ)ｄｔ ＋ σ１(ｕ ＋ １)ｄＢ１(ｔ)ꎻ
ｄｖ ＝ (βｕｖ ＋ βｖ － μｖ － γｖ)ｄｔ ＋ σ２ｖｄＢ２(ｔ)ꎻ
ｄｗ ＝ (γｖ － μｗ)ｄｔ ＋ σ３ｗｄＢ３(ｔ).

ì

î

í

ï
ï

ïï

ö

ø

÷
÷
÷

(４)
　 　 定义 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ２(ｕꎬｖꎬｗ) ＝ (ｕ ＋ ｖ)２ ＋ (ｕ ＋ ｖ)ｗ ＋ ｗ２ ＋ ｃ１ｖ ＋ ｃ２ｗ２.
　 　 由 Ｉｔô􀆳ｓ公式

ｄＶ２ ＝ [２(ｕ ＋ ｖ) ＋ ｗ]ｄｕ ＋ [２(ｕ ＋ ｖ) ＋ ｗ ＋
ｃ１]ｄｖ ＋ [(ｕ ＋ ｖ) ＋ ２ｗ ＋ ２ｃ２ｗ]ｄｗ ＋

σ２１(ｕ ＋ １) ２ｄｔ ＋ σ２２ｖ２ｄｔ ＋ (１ ＋ ｃ２)σ２３ｗ２ｄｔ ＝
ＬＶ２ｄｔ ＋ (２ｕ ＋ ２ｖ ＋ ｗ)σ１(ｕ ＋ １)ｄＢ１( ｔ) ＋

(２ｕ ＋ ２ｖ ＋ ｗ ＋ ｃ１)σ２ｖｄＢ２( ｔ) ＋
(ｕ ＋ ｖ ＋ ２ｗ ＋ ２ｃ２ｗ)σ３ｗｄＢ３( ｔ)ꎬ (５)

其中

ＬＶ２ ＝ [２(ｕ ＋ ｖ) ＋ ｗ]( － βｕｖ － βｖ － μｕ) ＋
[２(ｕ ＋ ｖ) ＋ ｗ ＋ ｃ１](βｕｖ ＋ βｖ － μｖ － γｖ) ＋
[(ｕ ＋ ｖ) ＋ ２ｗ ＋ ２ｃ２ｗ](γｖ － μｗ) ＋
σ２１(ｕ ＋ １) ２ ＋ σ２２ｖ２ ＋ (１ ＋ ｃ２)σ２３ｗ２ ＝

－ ２μｕ２ － (２μ ＋ γ)ｖ２ － (２μ ＋ ２ｃ２μ)ｗ２ －
(４μ － ｃ１β ＋ γ)ｕｖ － ２μｕｗ ＋ (ｃ１β －
ｃ１μ － ｃ１γ)ｖ ＋ (γ － ２μ ＋ ２ｃ２γ)ｖｗ ＋
σ２１(ｕ ＋ １) ２ ＋ σ２２ｖ２ ＋ (１ ＋ ｃ２)σ２３ｗ２ . (６)

令 ４μ － ｃ１β ＋ γ ＝ ０ꎬ γ － ２μ ＋ ２ｃ２γ ＝ ０ꎬ即 ｃ１ ＝
４μ ＋ γ

β
ꎬ ｃ２ ＝

２μ － γ
２γ

ꎬ代入式(６)ꎬ则

ＬＶ２ ＝ － ２μｕ２ － (２μ ＋ γ)ｖ２ － (２μ ＋ ２ｃ２μ)ｗ２ －
(４μ － ｃ１β ＋ γ)ｕｖ － ２μｕｗ ＋ (ｃ１β －
ｃ１μ － ｃ１γ)ｖ ＋ (γ － ２μ ＋ ２ｃ２γ)ｖｗ ＋
σ２１(ｕ ＋ １) ２ ＋ σ２２ｖ２ ＋ (１ ＋ ｃ２)σ２３ｗ２

＝ － ２μｕ２ － (２μ ＋ γ)ｖ２ － ２μ
２ ＋ μγ
γ

ｗ２ － ２μｕｗ

－ ｃ１β(
１
Ｒ０

－ １)ｖ ＋ σ２１ｕ２ ＋ ２σ２１ｕ ＋

σ２１ ＋ σ２２ｖ２ ＋
２μ ＋ γ
２γ

σ２３ｗ２

≤－ μｕ２ ＋ ２σ２１ｕ２ － (２μ ＋ γ)ｖ２ ＋ σ２２ｖ２ －
２μ２

γ
ｗ２ ＋ ２μ

＋ γ
２γ

σ２３ｗ２ ＋ ２σ２１ . (７)

１４
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当定理中的条件满足ꎬ使得 ｕ２ꎬｖ２ꎬｗ２ 项的系数为

负时ꎬ有 ＬＶ２ ≤ ０.
将不等式(７)代入式(５)ꎬ并对式(５)两边积

分ꎬ求期望ꎬ
０ ≤ Ｅ[Ｖ２(ｕ( ｔ)ꎬｖ( ｔ)ꎬｗ( ｔ))] ≤

Ｅ ∫ｔ
０
{( － μｕ２ ＋ ２σ２１ｕ２) － [(２μ ＋ γ)ｖ２ －

σ２２ｖ２] － [２μ
２

γ
ｗ２ － ２μ

＋ γ
２γ

σ２３ｗ２] ＋ ２σ２１}ｄｒ.

　 　 所以

１
ｔ
Ｅ ∫ｔ

０
{( － μｕ２ ＋ ２σ２１ｕ２) － [(２μ ＋ γ)ｖ２ －

σ２２ｖ２] － [２μ
２

γ
ｗ２ － ２μ

＋ γ
２γ

σ２３ｗ２] ＋

２σ２１}ｄｒ≤ ２σ２１ . (８)
令 ｕ ＝ Ｓ － １ꎬｖ ＝ Ｉꎬｗ ＝ Ｒ ꎬ代入式(８)ꎬ且不等式两

边同时除以 ｋꎬ则
１
ｔ
Ｅ ∫ｔ

０
[(Ｓ( ｒ) － １) ２ ＋ Ｉ２( ｒ) ＋ Ｒ２( ｒ)]ｄｒ≤

２σ２１
ｋ
ꎬ

　 　 我们选择常数 ｋꎬ使得

ｋ ＝ ｍｉｎ{(μ － ２σ２１)ꎬ[(２μ ＋ γ) － σ２２]ꎬ

[２μ
２

γ
－ ２μ ＋ γ
２γ

σ２３]}ꎬ

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔ
Ｅ ∫ｔ

０
[(Ｓ( ｒ) － １) ２ ＋ Ｉ２( ｒ) ＋

Ｒ２( ｒ)]ｄｒ≤
２σ２１
ｋ

.

２　 数值模拟

下面将使用文献[１２]中的著名的 Ｍｉｌｓｔｅｉｎ 数

值仿真方法来说明主要结果.首先考虑模型(２)相
对应的离散化系统:

Ｓｋ＋１ ＝ Ｓｋ ＋ ( － βＳｋＩｋ － μＳｋ ＋ μ)Δｔ ＋

σ１Ｓｋ Δｔ ξｋ ＋ １
２
σ２１Ｓ２ｋ(ξ２ｋ － １)Δｔꎻ

Ｉｋ＋１ ＝ Ｉｋ ＋ (βＳｋＩｋ － μＩｋ － γＩｋ)Δｔ ＋

σ２Ｉｋ Δｔ ηｋ ＋ １
２
σ２２Ｉ２ｋ(η２ｋ － １)Δｔꎻ

Ｒｋ＋１ ＝ Ｒｋ ＋ (γＩｋ － βＲｋ)Δｔ ＋

σ３Ｒｋ Δｔ ϑｋ ＋ １
２
σ２３Ｒ２ｋ(ϑ２ｋ － １)Δｔ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(９)

其中 ξｋꎬηｋꎬϑｋ 都是服从 Ｎ(０ꎬ１) 的 Ｇａｕｓｓ随机变

量ꎬ然后再使用上面所述数值方法和 Ｍａｔｌａｂ 软

件ꎬ做出数值仿真图(如图 １).

图 １　 随机 ＳＩＲ 模型解的变化图

Ｆｉｇ.１　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ􀆳ｓ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ＳＩＲ ｍｏｄｅｌ

　 　 令 β ＝ ２ꎬμ ＝ ０.６ꎬγ ＝ ０.２ꎬσ１ ＝ σ２ ＝ σ３ ＝ ０.１ꎬ
容易看出满足当 ｔ≥ ０时ꎬ模型(９)存在全局正解

(Ｓ( ｔ)ꎬＩ( ｔ)ꎬＲ( ｔ)) .
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