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偶数阶 Unitary Cayley 图的零化度

姜摇 琴,王红勇*

(南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001)

摘摇 要:n 阶 Unitary Cayley 图的顶点集是 Zn = {0,1,…,n - 1},若顶点 a 与 b 满足

gcd(a - b,n) = 1,则顶点 a 与 b 不相邻. 本文通过偶数阶 Unitary Cayley 图的邻接矩

阵的元素排列规律,应用数学归纳法和数论中的一些常用等式,得到了偶数阶 Unita鄄
ry Cayley 图的零化度.
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On the Nullity of Even鄄Order Unitary Cayley Graphs

JIANG Qin,WANG Hong鄄yong*

(School of Mathematics and Physics,University of South China,Hengyang,Hunan 421001,China)

Abstract:The Unitary Cayley graph of order n has vertex set Zn = {0,1,…,n - 1}. Verti鄄
ces a,b are adjacent,if gcd(a - b,n) = 1,otherwise,a,b are nonadjacent. The nullity of
Unitary Cayley graph with order even is obtained by mathematical induction and some well鄄
known equations in number theory.
key words:Unitary Cayley graph;nullity;spectrum

摇 摇 图 G 的邻接矩阵的特征值 0 的重数称为图 G
的零化度[1鄄2],记作 浊(G). 邻接矩阵的秩称为图 G
的秩,记作 r(G). 对于 n 阶图 G,浊(G) = n - r(G).
由于分子图的零化度大于 0 时,对应的化合物活性

很强,不稳定,甚至不存在. 所以 19 世纪 70 年代分

子图的零化度开始应用在量子化学的研究中.
图的邻接矩阵是循环矩阵,称为循环图. 邻接

矩阵的特征值全为整数的图称为整图,n 阶 Unita鄄
ry Cayley 图是最简单的整循环图, 我们记为

UCGn . 设图 UCGn 具有顶点集 Zn = {0,1,…,n -
1}和边集 E(UCGn) = {(a,b) | a,b沂Zn,gcd(a -
b,n) = 1} ( gcd(·,·)是最大公因子). Unitary
Cayley 图有非常好的对称性,并且有很多相关结

论把图论与数论联系了起来. 关于 UCGn 的相关

性质可参看参考文献[3鄄8]. W. klotz,T. Sander 在
文献[8]中研究了 Unitary Cayley 图色数,团数,独
立集,直径和点连通度. 在文献[9]中,J. W. San鄄
der 得到了阶数为素数幂的整循环图的能量.
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1摇 相关命题和引理

对于正整数 n,欧拉函数是小于或等于 n 的

数中与 n 互质的数的个数. 用 渍(n)表示欧拉函

数,则有 渍(n) = n仪
p
(1 - 1 / p),这里 p 取遍 n 的所

有素因子.
众所周知,当 n 为素数时,UCGn 是 n 阶完全

图,此时,UCGn 的特征值为 姿1 = n - 1,姿2 = … =
姿n = - 1,于是,

命题 1 如果 n 是素数,那么 浊(UCGn) = 0.
另外,若 n = 2k ( k沂 Z + ),因为 渍 (2k ) =

2k - 1 = n / 2,因此 UCGn 是 渍(n) -正则的完全二部

图. 于是得到下面的结论.
命题 2 摇 如 果 n = 2k ( k 沂 Z + ), 那 么

浊(UCGn) = n - 2.
下面介绍后面将要用到的两个重要引理.
引理 3[10] 摇 设 Cn = circ( cn,c1,…,cn - 1)是 n

阶循环矩阵,pn(x) = c0 + c1x + c2x2 +… + cn - 1xn - 1

是最高次数为 n - 1 的多项式. 若记方程 姿n - 1 =
0 的 n 阶幂等根为 姿k,0臆k臆n - 1,则 Cn 的特征

值为 pn(姿k).
引理 4[11] 摇 当 0臆r臆n -1 时,如果 n / gcd(r,n)

有 s 个不同的值,分别记为:m1,m2,…,ms,那么

渍(m1) + 渍(m2) + … + 渍(ms) = n.

2摇 主要结论

以下均假设图 UCGn 是偶数阶的. 由于两个

偶数的最大公因子不是 1,因此考虑把 UCGn 的顶

点集 Zn 分成两个集合:Y1 = {1,3,…,n - 1}和

Y2 = {0,2,…,n}. 当 n 只有两个不同的素因子

时,我们令 n = 2k1pk2 = 2pq,其中 p 是素数,k1,k2沂
Z + . 不难知道,对 UCGn 的邻接矩阵做第一种行,
列初等变换可以表示为下面的形式

A = 0 B
BT[ ]

0
.

其中矩阵B 称为二部图UCGn 顶点集 Y1 与 Y2 的“关
联冶矩阵.矩阵 B 的列对应的顶点为 1,3,…,n -1. 矩
阵 B 的行对应顶点为 0,2,…,n,因为图 UCGn 的邻

接矩阵 A 是循环矩阵,所以 B 也是循环矩阵.
定义 5 摇 若循环矩阵 A 可以表述为 A =

circ(a1,…,ap,a1,…,ap,a1,…,ap),则称 p 是 A
的循环周期.

记 B = circ ( b0, …, bp - 1, bp, …, b2p - 1, …,
b(q - 1)p,…,bpq - 1,将矩阵 B 的第一行元素按照从

左到右的顺序分成 q 个部分,那么每一部分有 p
个元素. 于是,可以得到

命题 6摇 设 n = 2 spt,p屹2 是素数,s,t沂Z + ,
s逸2 或者 t逸2. 那么对于式(1)中的关联矩阵 B,
下面的结论成立.

( i)p 是 B 的循环周期;

(ii)bi =
0,i = p - 1

2
1,

{
其他

.

证明摇 ( i)设 m 是奇数,显然 gcd(m,n)屹1
成立当且仅当 p | m. 由于 gcd( j,n)与 gcd( j + 2p,
n)同时等于 1,或同时不等于 1,( j = 1,3,…,n -
2p - 1). 因此,

b0 = bp = … = bn / 2-p,…,bp-1 = b2p-1,…
= b(q-1) p,… = bn / 2-1,

摇 摇 所以 p 是 B 的循环周期.
( ii)根据 UCGn 的定义,有

bi =
1,gcd(2i + 1,p) = 1;
0,gcd(2i + 1,p){ = p.

( i = 0,1,…,p - 1) .

设 2i + 1 = kp,k沂Z + ,则有 0臆i = kp - 1
2 臆p -

1,即 k臆2 -1 / p,所以 k = 1,进一步可得 i = p - 1
2 ,

bi = 0;否则,对于 0臆i臆p - 1 有 bi = 1. 所以( ii)
成立.

例 7摇 对于 UCG12,12 有素因子 2,3,式(1)中
的“关联冶矩阵 B = circ(1,0,1,1,0,1). 这样可以

很容易计算 B 的秩,从而得到 UCG12的零化度. 对
B = circ(1,0,1,1,0,1)的做行初等变换和列初等

变换,得

circ(1,0,1,1,0,1) =

1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 1
0 0 … … 0 0
0 0 … … 0 0
0 0 … …
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0 0

寅

1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 … … 0 0
0 0 … … 0 0
0 0 … …
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0 0
对命题 6 中的矩阵 B 做矩阵的初等变换,都有下

面的形式

B 寅
Cp伊p 0

[ ]
0 0

,

47
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其中 Cp 伊 q是一个循环矩阵,每一行和每一列只有

一个 0,其余元素为 1. 因此 r(B) = p,r(A) = 2p.
所以 浊(A) = n - 2p.

命题 8摇 设 n = 2p,p屹2 是素数. 若记 UCGn

的邻接矩阵 A 中的关联矩阵为 B = circ( b0,…,
b(p + 1) / 2,…,bp ) 的元素,则有 b(p + 1) / 2 = 0; bi = 1

( i屹p + 1
2 ,因为 r(B) = p 所以有 r(A) = 2p. 如果 n

只有 2 个不同的素因子 2 和 p,可以用命题 6 和命

题 8 得到 UCGn 的零化度. 于是有下面的结论

引理 9摇 如果 n 只有 2 个不同的素因子 2 和

p,那么 浊(UCGn) = n - 2p.
类似地,所有的偶数阶 Unitary Cayley 图邻接

矩阵的元素都有这样的排列规律. 如果 n 有 t + 1
个不同的素因子 2,p1,…,pt,不难得到下列结论:
(a)若 n = 2p1…pt,则 UCGn 的邻接矩阵 A 中的关

联矩阵 B 是次对称循环矩阵. ( b)若 n = 2mpn1
1 …

pnt
t ,m逸2 或者 ni逸2( i = 1,…,t),则 p1…pt 是 B

的循环周期.
Unitary Cayley 图的零化度在参考文献[7]中

已经得到,在这里我们用数学归纳法计算 Unitary
Cayley 图的零化度.

定义 10[11] 摇 M觟bious 函数 滋(n)的定义域是

N;滋(1) = 1;当 n 存在平方因子时,滋(n) = 0;当 n
是素数或奇数个不同素数之积时,滋(n) = - 1;当
n 是偶数个不同素数之积时,滋(n) = 1.

定理 11 摇 若 n 有 j 个不同的素因子:2,p1,
…,p j - 1,则 浊(UCGn) = n - 2p1…pi - 1( j逸2) .

证明摇 对 j 用数学归纳法. 当 j = 2 时,根据引

理 9 结论成立. 假设 j = k > 2 时结论成立,下面证

明结论对于 j = k + 1 也成立.
由引理 3,知 UCGn 的特征值 姿r = pn ( wr )

(0臆r臆n - 1,w 是 n 次本原单位根,并且

姿r = 移
1臆m < n,gcd(m,n) = 1

wrm = c( r,n) =

滋 n
gcd( r,n( ))

渍(n)
渍 n

gcd( r,n( ))

,

其中 c ( r, n) 是 Ramanujan蒺s 和, 滋 是 M觟bious
函数.

应用上面的等式可得,只有当
n

gcd( r,n)有平

方因子时,才有 姿r = 0. 又在欧拉函数的和函数

移
t | n
渍( t) = n 中,和式取遍 n 的全体正因子. 当 0臆

r臆n - 1 时,设 n
gcd( r,n)有 s 个不同的值:m1,m2,

…,ms . 根据引理 4,m1,m2,…,ms 一定是 n 的所

有互不相同的正因子.
令 n = 2p1…pk - 1q,n 只有 k 个不同的素因子:

2,pi( i = 1,…,k - 1). ct 是
n

gcd( r,n)的平方因子,

那么当 0臆r臆n - 1 时,有 渍(ct)个平方因子 ct,当
n 有 k + 1 个互异的素因子时, 有 n = 2p1 …

pk - 1pkq,
n

gcd( r,n)一定有平方因子 ct 和 pkct . 而且

渍(ct) + 渍(pkct) = 渍(ct) +
pk(1 - 1 / pk)渍(ct) = pk渍(ct) .

摇 摇 由假设, 当 n 有 k 个互异的素因子时,
n

gcd( r,n)有 2p1…pk - 1 pk(q - 1)个平方因子. 那么

当 n 有 k + 1 个互异的素因子时, n
gcd( r,n) 有

2p1…pk - 1pk(q - 1)个平方因子. 所以如果 n 有互

异的素因子:2,p1,…,p j - 1,那么 浊(UCGn) = n -
2p1…p j - 1,( j逸2).
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