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固定边界平衡方程的数值求解

黄千红

(南华大学 核科学技术学院,湖南 衡阳 421001)

摘摇 要:采用基于能量原理的变分法求解等离子体平衡方程,在给定的压强和环向电

流密度分布情况下,采用变步长默森法对平衡方程进行了数值求解,得到了 D 型截

面下极向和环向磁场分布. 采用 NSTX 装置参数计算所得结果与文献结果一致. 开发

的固定边界平衡方程求解程序具有通用性特点,可以模拟不同装置的平衡位型.
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The Solution of Equilibrium Equation with Fixed Boundary

HUANG Qian鄄hong
(School of Nuclear Science and Technology,University of South China,Hengyang,Hunan 421001,China)

Abstract:A variational method based on an energy principle is applied to solve plasma e鄄
quilibrium equation. When the plasma pressure and current density profile is given, the
balance equation is solved using a variable鄄step鄄size Merson method. The poloidal and to鄄
roidal magnetic field with dee鄄shaped plasma are obtained. The results which adopted
NSTX device parameters are achieved agreeable to those in the references. The program is
universal,which can be applied to simulate the balance equilibrium configuration in the
different devices.
key words:Grad鄄Shafranov equation;variational method;Merson method

0摇 引摇 言

磁约束受控核聚变的一个关键问题,是利用

磁场把一定密度的高温等离子体稳定的约束足够

长时间,达到劳逊条件,进而产生净能量增益. 等
离子体平衡是指磁压强与等离子体热压强的平
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衡. 等离子体平衡位形及其性质是研究等离子体

控制、自举电流的求解及 MHD 不稳定性等问题

的基础,因此精确求解平衡方程,获得平衡位形成

为磁约束受控核聚变中基本问题之一.
对等离子体平衡满足的 Grad鄄Shafranov(GS)

方程的求解,P. J. Mc Carthy 通过给定等离子体压

强分布求出了方程在自由边界下的解析解[1];L.
Guazzotto and J. P. Freidberg 通过选择压强与极向

电流通量这两个自由变量的函数表达式给出了方

程的一般解析表达式并给出了固定边界下的平衡

位形[2];G. O. Ludwig 和 L. L. Lao,S. P. Hirshman,
以及 R. M. Wieland 分别采用变分方法对 GS 方程

进行了数值求解[3鄄5] . 国内,石秉仁、查学军等分别

对自由边界下 GS 方程的求解进行了研究[6鄄12] .
本文采用基于能量原理的变分法[4],根据变

分原理并利用求解泛函的欧拉方程可得到平衡方

程的磁面平均形式,通过数值求解固定边界的 GS
方程获得了极向磁通和等离子体平衡位形分布,
在此基础上求得了环向与极向磁场的分布,并对

结果进行了讨论.

1摇 平衡方程

在轴对称的柱坐标系 R、渍、( )Z 中,描述等离

子体平衡的 Grad鄄Shafranov 方程如下:
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F(鬃) = RB渍 是抗磁张力.
基于变分原理,引入泛函[4]
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a 为小半径, 鬃p 为极向磁通, 灼 为环向角, h灼 =

鄣 r
寅
/ 鄣灼 为到对称轴的距离. L 为拉格朗日函数,

定义如下:
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p / 2仔h灼 分别为极向磁场,环向磁场,
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p 为总极向电流.
参照文献[5]中方法可求得平衡方程的磁面
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将(4)式分部求导,得:
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摇 摇 最后化简如下:
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其中 K(籽) 、 IT(籽) 具体形式参见文献[5],上式为

非齐次二阶常微分方程,其求解将仍是很复杂的过

程,令 鬃p = y1 , 鬃忆p = y2 ,则 鬃义p = y忆2 ,可得到:
y忆1 = y2
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摇 摇 这样将二阶椭圆偏微分方程转变成一阶微分

方程组的初值问题,采用变步长默森法对其进行

数值求解.

2摇 数值结果及分析

求解过程中,首先采用 NSTX 装置参数进行

验算[4]:Tokamak 的大环半径 R = 0. 8 m,小半径

a =0. 55 m,环向等离子体电流 I0 = 0. 9 MA,等离

子体拉长度 k = 1. 6,三角形变因子 d = 0. 4,中心

磁场 B0 = 0. 5 T. 等离子体的压强和环向电流密度

分布取如下形式:
p(籽) = p0 (1 - 籽 / a2) 琢p

I(籽) = I0 1 + 1
琢( )

I
- 1
琢I

(籽 / a)[ ]2
琢I
(籽 / a) 2

其中 琢p = 2. 0,琢I = 0. 5 .
求解方程组(7),得到极向磁通与小半径 籽 的变

化关系.图 1 中给出了所求得极向磁通 鬃 的图像.
在对泛函 Q(a) 求解的过程中,得到磁轴满

足如下关系: Rm - R0(a[ ]) / a = 0. 28 ,根据此式

即可求得磁轴的位置. 对于 D鄄型托卡马克等离子

体截面 R、Z 表示如下:
R = R0(籽) + acos(兹 + dsin 兹)

Z = kasin 兹
其中, R0(籽) = Rm - [Rm - R0(a)] (籽 / a) 2 . 由此

可得等磁面如图 2 所示,磁轴位于 Rmax = 0. 954 m
处,相对于中心偏移了 驻r = 0. 154 m.
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图 1摇 极向磁通分布

Fig. 1摇 Profile of the Poloidal flux

根据求得的 鬃p 的值,由 Bp = | Ñ鬃p | / (2仔h灼),
其中 h灼 = R艿 籽(e - 1 / 2T + cos 兹 + 1 / 2Tcos2 兹) ,
e = R0(籽) / 籽 ,可求得极向磁场分布如图 3a 所示;
由 BT = 滋0I(鬃p) / 2仔h灼 ,可求得环向磁场如图 3b
所示,与文献[4]中给出的磁场分布比较是符合的

很好的.

摇 摇 为检验程序的通用性,采用不同的装置参数

进行计算,都获得了较好的结果,图 4 是采用 HL鄄
2A 装置参数计算的结果. 计算参数:大半径 R =
1. 65 m,小半径 a = 0. 4 m,环向等离子体电流

I0 = 0. 45 MA,等离子体拉长度k = 1. 6,三角形变

因子 d = 0. 4,中心磁场 B0 = 2郾 8 T.

图 2摇 NSTX 平衡等磁面

Fig. 2摇 Isobaric flux for the NSTX equilibrium

图 3摇 NSTX 极向和环向磁场分布

Fig. 3摇 Poloidal and toroidal components of magnetic field for the NSTX equilibrium
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图 4摇 HL鄄2A 平衡位形

Fig. 4摇 Profile of magnetic field for the HL鄄2A

3摇 结摇 论

根据变分原理将托卡马克中等离子体二阶椭

圆形偏微分平衡方程的边值问题转化为一阶微分

方程组的初值问题,通过数值求解获得了极向磁

通与等离子体平衡位形分布,及 D鄄型截面等离子

体的极向磁场与环向磁场分布,程序计算结果与

文献进行了校验,证明是可靠的并具有一定的通

用性,为进一步开展相关的等离子体理论研究打

下了基础.
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