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双参数地基上分布随从力作用下输流管道的稳定性
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摘摇 要:研究了 Pasternak 双参数地基模型基础上分布随从力作用下的两端固支输流

管道的稳定性. 建立了管道运动微分方程,并采用传递矩阵法对无量纲方程进行求

解. 通过研究双参数地基上输流管道的临界流速和复频率变化,分析了在四种不同地

基刚度组合下,分布随从力、流速等对系统稳定性的影响. 数值计算表明:地基刚度不

变时,不同分布随从力和流速作用下系统的稳定性有很大的差别;在随从力和流速相

同的情况下,地基刚度对系统稳定性有很大影响,且其中的剪切刚度比线性刚度的影

响更加显著.
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Force on Two鄄parameter Foundation
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Abstract:Stability of clamped pipes conveying fluid with distributed follower force on Paster鄄
nak two鄄 parameter foundation is studied. The differential equation of the pipe movement is es鄄
tablished,and transfer matrix method is employed for solving the dimensionless equation. Based
on the critical flow velocity and the variation of the complex frequency,the influences of the
distributed follower force and the flow velocity on the stability of pipes conveying fluid on two鄄
parameter foundation are analyzed for four foundation stiffness combinations. Numerical calcula鄄
tion shows that:the stability of the system with the same foundation stiffness varies greatly for
different distributed follower forces and different flow velocities;the foundation stiffness has
great effects on the stability of the system with the same fluid velocity and the same distributed



摇 摇 摇 南华大学学报(自然科学版) 2014 年 6 月

follower force,and the effects of the shear stiffness is greater than the linear stiffness.
key words: two鄄parameter elastic foundation; distributed follower force; fluid鄄conveying
pipe;stability

0摇 引摇 言

输流管道被应用于石油、水利等工程领域时,
管道常常是埋设在地下土壤中的,这就相当于把输

流管道置于具有一定刚度参数的地基上. 为研究方

便,国内外学者引入了不同的地基模型,例如单参

数模型[1] 和双参数模型[2],其中 Winkler 模型[3鄄4]

就能很好地模拟这种比较简单的单参数模型. 最典

型的双参数模型就是 Pasternak 地基模型,而目前

国内外对双参数地基上输流管道的稳定性研究不

是很多[5鄄8],尚未见有考虑随从力作用的报道. 本文

在 Pasternak 双参数地基模型的基础上考虑了分布

随从力作用下两端固支输流管道的稳定性并运用

传递矩阵法对管道运动微分方程进行求解.

1摇 运动方程

图 1 所示为双参数地基上两端固支输流管道

在分布随从力作用下的计算模型,管内流体以恒

定流速流动,在运动过程中分布随从力始终保持

与输流管道挠度相切,管道计算模型采用 Ber鄄
noulli鄄Euler 梁模型.

图 1摇 双参数弹性地基上分布随从力

作用下两端固支输流管道模型

Fig. 1摇 A clamped pipe conveying fluid with distributed
follower force on two鄄parameter elastic foundation

最简单的输流管道在分布随从力作用下的运

动微分方程为[9]:

EI 鄣
4w
鄣x4 + q(L - x) 鄣2w

鄣x2 + MU2 鄣2w
鄣x2 +

2MU 鄣2w
鄣x鄣t + (M + m) 鄣2w

鄣t2
= 0 (1)

其中:w(x,t)为管道横向位移;t 为时间;EI 为管

道抗弯刚度;L 为管道长度;q 为沿管道切线方向

的分布随从力;m 为管道单位长度质量;M 为单位

长度上管内流体的质量;U 为管内流体流速.
在式(1)中加上 Pasternak 地基反力 F:

F(x) = Fk(x) + Fg(x) = Kw(x) - G 鄣2w(x)
鄣x2

(2)
得双参数地基上分布随从力作用下输流管道的运

动微分方程为:

EI 鄣
4w(x,t)
鄣x4 + [q(1 - x) - G] 鄣2w(x,t)

鄣x2 +

MU2 鄣2w(x,t)
鄣x2 + 2MU 鄣2w(x,t)

鄣x鄣t + (m + M) 伊

鄣2w(x,t)
鄣t2

+ Kw = 0 (3)

其中 K 和 G 分别为等效线性弹簧刚度和剪切

刚度.
引入如下的无量纲量:

浊 = w
L ,孜 = x

L ,子 = EI
M + m

t
L2 ,茁 = M

M + m

酌 = ql3
EI,u = M

EILU,k = KL4

EI ,g = GL2

EI (4)

摇 摇 将方程(3)化为无量纲形式:
鄣4浊
鄣孜4 + [u2 + 酌(1 - 孜) - g] 鄣2浊

鄣孜2 +

2u 茁 鄣2浊
鄣孜鄣子 + 鄣2浊

鄣子2 + k浊 = 0 (5)

2摇 传递矩阵法

采用传递矩阵法[10]来求方程(5)的解,取

浊n(孜,子) = 移
4

n = 1
Aneiwn孜 (6)

摇 摇 把式(6)代入方程(5)中,得

棕4
n - [u2 + 酌(1 - 孜) - g]棕2

n + 2u 茁棕n + k = 0
(7)

摇 摇 由梁弯曲理论可知:梁截面转角 兹 、弯矩 M 、
剪力 Q 和挠度 w(x,t) 之间的关系为:

兹 = 鄣w(x,t)
鄣x

M = EI 鄣兹鄣x = EI 鄣
2w(x,t)
鄣x2

Q = - 鄣M
鄣x = - 鄣3w(x,t)

鄣x

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï 3

(8)
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摇 摇 把式(6)代入式(8)中并联立(6)式得 4 个方

程,写成矩阵形式如下:
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(9)

其中

dn = ei棕n孜,an = i棕n,bn = - EI棕2
n, cn = - EIi棕3

n

摇 摇 方程(9)简写成如下形式:
[Z] = [Q(x)][A] (10)

摇 摇 假设对于输流管道第 n 段元素当:
x = 0,z = zn-1 摇 摇 x = l,z = zn

摇 摇 在方程(10)中令 x = 0 时得:
[A] = [Q(0)] -1 [Z] n-1 (11)

摇 摇 把式(11)代入式(10)中得:
[Z] n = [Q( l)] [Q(0)] -1 [Z] n-1 (12)

摇 摇 两端固支管道的边界条件为:
w(0,t) = w(1,t) = 0

鄣w(0,t)
鄣x = 鄣w(1,t)

鄣x = 0 (13)

摇 摇 假定 [RL] 和 [RR] 分别为输流管道左右两

边的边界条件,把边界条件代入到式(12)中得:
[S][Z] = [0] (14)

其中 [S] = [RR][B][RL]
上式有非零解的条件为:

Det S = 0
摇 摇 此式即为系统的频率方程.

3摇 计算结果与分析

3. 1摇 发散失稳临界流速

摇 摇 通过对频率方程进行特征值求解,得 g = 10,
k = 10;g = 100,k = 100;g = 1000,k = 100;g = 100,
k = 1000 时输流管道发散失稳无量纲临界流速 uc

随无量纲分布随从力 酌(酌 小于零时表明流速方

向与随从力方向相同)的变化关系,如图 2 所示.
从图 2 中可以看出当保持 g 和 k 为恒值时,

管道发散失稳的无量纲临界流速总体上随分布随

从力 酌 的增大而减小;当随从力值在[2,20]这个

范围时,临界流速受随从力的影响剧烈,当随从力

值超过 20 后,对于 g = 10,k = 10;g = 100,k = 100;
g = 100,k = 1000 而言,随从力越大,对临界流速

的影响越小,当随从力值超过 100 时,临界流速接

近于零,即任意的与随从力方向相反的流体流速

都将使管道发生失稳;而对于 g = 1000,k = 100 而

言,随从力超过 20 后,其对临界流速的影响仍然

较大,可以推测该地基刚度组合对预防输流管道

失稳是比较有利的.

图 2摇 不同地基刚度下无量纲临界流速随

无量纲分布随从力的变化

Fig. 2摇 Dimensionless critical velocity vs
dimensionless distributed follower force for
different foundation stiffness coefficients

3. 2摇 不同参数对振动与稳定性的影响

给定不同的无量纲流速 u、无量纲分布随从

力 酌 和质量比 茁 以及不同的剪切刚度 g 等效弹簧

刚度 k,可求出矩阵 S 的两对特征值 H.
特征值也可用无量纲复频率 赘 替代表示:

赘 = - iH = 棕 - 琢i 以 赘R + i赘I (15)
摇 摇 由于 S 为实矩阵,其特征值 H 总是成对出现

相应的 赘 是一对虚部相同、实部不同或虚部不

同、实部为零的复频率.
3. 2. 1摇 复频率随分布随从力的变化

图 3、图 4、图 5 分别给出了 茁 = 0. 4,u = 0、u =
5、 u = 15 时,不同地基刚度组合下系统复频率随

分布随从力的变化情况.
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图 3摇 茁 =0. 4、u =0,不同地基刚度下无量纲复频率实部、
虚部随无量纲分布随从力的变化

Fig. 3摇 Real and imaginary parts of dimensionless
complex frequency vs dimensionless distributed

follower force with different foundation
stiffness coefficients for 茁 =0. 4,u =0

图 4摇 茁 =0. 4、u =5,不同地基刚度下无量纲复频率实部、
虚部随无量纲分布随从力的变化

Fig. 4摇 Real and imaginary parts of dimensionless
complex frequency vs dimensionless distributed

follower force with different foundation
stiffness coefficients for 茁 =0. 4,u =5

图 5摇 茁 =0. 4、u =15,不同地基刚度下无量纲复频率实部、
虚部随无量纲分布随从力的变化

Fig. 5摇 Real and imaginary parts of dimensionless
complex frequency vs dimensionless distributed
follower force with different foundation stiffness

coefficients for 茁 =0. 4,u =15

从图 3 中可以看出:当 茁 = 0. 4、u = 0,g 和 k 取不

同值时系统的失稳方式均为发散失稳(复频率实

部由正减小为零,虚部由零分成一正一负两支,正
负两支完全对称);对于 g = 100, k = 100; g =
1000,k = 100 而言,当 k 保持不变 g 由 100 增大到

1000 时,无量纲复频率的实部变为零,虚部出现

分支时所需的分布随从力越大;对于 g = 10,k =
10;g = 100, k = 1000 而言,当 k 由 10 增大到

1000、g 由 10 增大到 100 时两线基本重合,说明

剪切刚度 g 对系统稳定性的影响比线性刚度 k 更

加显著.
从图 4 中可以看出:当 茁 = 0. 4、u = 5 时对g =

10,k = 10;g = 100,k = 1000 来说,系统的失稳方

式均为发散失稳,但当 g = 10,k = 10 分布随从力

酌 = 140 左右时,复频率虚部由负变为正,系统完

全进入静态发散失稳状态;对 g = 100,k = 100;
g = 1000,k = 100 而言,系统复频率实部和虚部全
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为正值,系统振动不断增大,系统将发生动态颤振

失稳,随着无量纲分布随从力的增大,系统复频率

实部和虚部都逐渐减小,系统将从颤振失稳状态

进入到发散失稳状态.
从图 5 中可以看出:茁 = 0. 4、u = 15 时对于

g = 10,k = 10 而言,当分布随从力 酌 在[ - 400,
- 200]范围内时,系统复频率实部为零,虚部分

为正负两支,但正的很短暂,系统有发生发散失稳

的趋势,系统以静态稳定为主;当随从力 酌 在[ -
200,200]范围内时,复频率实部再次变为正值,虚
部仍然为负值,系统再次进入动态稳定状态,振动

逐渐衰减,对于 g = 100,k = 100;g = 100,k = 1000
而言,系统振动稳定性和前面所述一样,只是发生

转变的临界分布随从力不同.
3. 2. 2摇 复频率随流速的变化

图 6、图 7 分别给出了 茁 = 0. 4,酌 = 15 和 酌 =
50 时,不同地基刚度组合下系统复频率随流速的

变化情况.

图 6摇 茁 =0. 4、酌 =15,不同地基刚度下无量纲复频率的

实部、虚部随无量纲流速的变化

Fig. 6摇 Real and imaginary parts of dimensionless
complex frequency vs dimensionless velocity with

different foundation stiffness coefficients for 茁 =0.4,酌=15

图 7摇 茁 =0. 4、酌 =50,不同地基刚度下无量纲复频率的

实部、虚部随无量纲流速的变化

Fig. 7摇 Real and imaginary parts of dimensionless
complex frequency vs dimensionless velocity with

different foundation stiffness coefficients for 茁 =0.4,酌=50

摇 摇 从图 6,图 7 中看出:茁 = 0. 4、酌 = 15,酌 = 50 当

g = 10,k = 10;g = 100,k = 100;g = 100,k = 1000
时,系统一阶模态的失稳方式均为发散失稳,而虚

部处于负值的时间很短暂,负值频率很快与正的

频率汇合成一条曲线,且汇合点是正值,说明系统

由一阶模态发散失稳转变为稳定状态;系统二阶

模态一直处于动态稳定状态(复频率实部为正,
虚部为负).

4摇 结摇 论

本文研究了双参数地基上分布随从力作用下

输流管道的稳定性,重点讨论了四种不同地基刚

度组合下系统的稳定性,得出的结论如下:
1)不同地基刚度组合下,系统发散失稳的临

界流速总体上随分布随从力的增大而减小,但随

着随从力的变大,临界流速变化很小;相比于弹性

刚度临界流速对剪切刚度更加敏感.
2)质量比一定时,同种地基刚度组合下随着

流速的增大系统稳定性有很大的变化;当流速一

定时,随从力增大,不同刚度组合下系统的失稳方
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式不同.
3)地基剪切刚度对系统稳定性的影响比线

性刚度更加显著,所以在类似于石油运输等工程

的管道设计中应重点考虑剪切刚度的影响.
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