
第 28 卷第 1 期
2014 年 3 月

南华大学学报(自然科学版)
Journal of University of South China(Science and Technology)

Vol郾 28 No郾 1
Mar郾 2014

收稿日期:2013 - 09 - 21
作者简介:王摇 琳(1978 - ),女,湖南邵阳人,南华大学数理学院硕士研究生 郾 主要研究方向:微分方程及其应用 郾

文章编号:1673 - 0062(2014)01 - 0084 - 04

具有时滞的中立型分数阶微分方程解的存在性

王摇 琳1,2,熊成基2

(1. 南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001;2. 湖南工商职业学院,湖南 衡阳 421001)

摘摇 要:本文主要用压缩映射原理,和 Leray鄄Schauder 不动点定理来讨论具有时滞的

中立型分数阶微分方程解的存在性.
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Abstract:In this paper,the contraction principle nonlinear alternative of Leray鄄Schauder
type is used to investigate the existence of solutions for fractional order neutral functional e鄄
quations with infinite delay
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摇 摇 考虑如下具有初始值的分数阶微分方程:
D琢[x( t) - g( t,xt)] = f( t,xt),

0 < 琢 < 1,t 沂 J = [0,b] (1)
x( t) = 准( t),t 沂 [ - 肄 ,0] (2)

摇 摇 其中, D琢 是标准的 Riemann鄄Liouville 微分算

子, 0 < 琢 < 1, f( t,xt),g( t,xt):J 伊 B寅R是连续

函数,满足后面所给的条件. 准 沂 B, 准(0) = 0,
且 B 是 [ - 肄 ,0] 寅R 的半线性空间. 对任意函数

y 沂 [ - 肄 ,b], b > 0 , t 沂 J, xt 沂 B, xt(兹) =
xt( t +兹), 兹 沂 [ - 肄 ,0] .

最近,许多作者研究了分数阶微分方程,它应

用于许多领域,像物理,机械,工程等方面. 很多作

者获得了分数阶微分方程正解存在的充分条

件[1鄄4],特别,一些作者获得了具有边界值的分数

阶微分方程正解的存在性[5鄄8] . 本文考虑边界值方

程(1) ~ (2),首先建立必要的条件,接着引入
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Gronwall蒺s 不等式,然后,利用 Leray鄄Schauder 不动

点定理,得到方程(1) ~ (2)解的存在性.
为了方便,建立以下条件:
(a) f:J 伊 B 寅 R 是一致连续的;
(b) g(u,v)臆p(u,v) + q(u)f(u,v),其中, q(u)

是连续的, | q(t1) - q(t2) |臆M| t1 - t2 | 茁,茁 > 0,p(u,
v) 是连续的,且 | p(u,x) - p(u,y) |臆L椰x - y椰,对
任意的 t 沂 J,x,y 沂 B.

(c)P 是一致赫尔德连续的, t 沂 J, 也就是对

所有的 t1 > t2,t1,t2 沂B,椰p(t2,x) - p(t1,x)椰臆
K (t1 - t2) r, 其中,K 和 r 是正常数,且 r 臆1.

1摇 定义和引理

首先给出一些定义,考虑 R + = x 沂R:x > 0,
C0(R +) 在 R + 中是连续的, C0(R0

+) 是一个连续

函数的空间,其中, R0
+ = x 沂R:x逸0, 在 J寅 R,

C(J,B) 是巴纳赫空间,具有如下标准

椰x椰肄 = sup | x( t) | ,t 沂 J
摇 摇 本节首先回顾几个基本定义和引理:

定义 1[9] 摇 函数 u 的 琢 阶分数积分被定义

为:如果 琢 > 0 , u:(0,肄 ) 寅 R, I琢u( t) =
1

祝(琢) 乙
t

0
( t - s) 琢-1u( s)ds ,

其中, 祝 为嘎玛函数.
定义 2[9] 摇 函数 u 的 琢 阶分数微分被定义

为:如果 琢 > 0 , u:(0,肄 ) 寅 R,

D琢u( t) = 1
祝(n - 琢)

dn

dtn 乙t
0
( t -

s) n-琢-1u( s)ds,
其中 n = [琢] + 1, 祝 为嘎玛函数.
引理 3(The nonlinear alternative of Leray Sch鄄

auder type) 摇 设集合 X 是一个巴纳赫空间, 赘 是

X 中的一个有界开集,且 0 沂赘, 且 T:赘寅 X 是连

续的,那么下列两个性质成立.
蚵算子 T 在 赘 中有一个不动点;
蛎存在 x 沂 鄣U 且 酌 沂 (0,1) 有 x = 酌Tx.
引理 4摇 设 x( t) 沂R, f( t,xt) 沂R,如果方程

(1) ~ (2)存在一个解,那么它的解为

x(t) = g(t,xt) + 1
祝(琢) 乙

t

0
(t - 兹)琢-1 f(兹,x兹)d兹

(3)
x( t) = 准( t),t 沂 [ - 肄 ,0] (4)

引理 5摇 (Gronwall蒺s 不等式)设 I = [0,b]是
一个实数空间,假设

u( t) 臆 c + 乙t
0
v( s)u( s)ds,t 沂 I

其中 u,v 沂 C[ I,R +), 那么

u( t) 臆 c + exp(乙t
0
v( s)ds),t 沂 I

2摇 定摇 理

设 sup椰f( t,0)椰 = N, sup椰p( t,x)椰 = P,
sup | q( t) | = Q < 1, t 沂 J

定理 6摇 如果条件(a)和(b)成立,并满足下

列不等式

椰f( t,x) - f( t,y)椰 臆 姿( t)椰x - y椰 (5)
其中 姿( t) 在 [0,肄 ) 是连续的,那么方程(1) ~
(2)在 [ - 肄 ,b) 存在一个解.

证明摇 设 F:B寅B,

(Fx)( t) = g( t,xt) + 1
祝(琢) 乙

t

0
( t - s) 琢-1 伊

f( s,xs)ds,t 沂 J = [0,肄 ] (6)
(Fx)( t) = 0,t 沂 [ - 肄 ,0]

摇 摇 设 姿( t) 臆祝(琢 + 1)
3b琢 ,则,我们能证明 FBr 奂

Br, 其 Br: = x沂B中,椰x椰臆 r,令 x沂Br 那么,
我们得到

椰(Fx)(t)椰臆椰p(t,xs)椰 +椰q(t)椰椰f(t,xs)椰 +
1

祝(琢)乙
t

0
(t - 兹)琢-1f(兹,x兹)d兹臆椰p(t,xs) - p(t,0)椰 +

椰p(t,0)椰 +Q[椰f(t,xs) - f(t,0)椰 +椰f(t,0)椰] +
1

祝(琢)乙
t

0
(t - 兹)琢-1[椰f(兹,x兹) - f(兹,0)椰 +椰f(兹,0)椰]d兹

臆Lr + rQ姿(t) +NQ + (r姿(t) +N) b琢
祝(琢 +1)

= Ar + B +Cr < r

其中, A = L + Q姿( t) < 1
3 ,B = P + Q姿( t) +

Nb琢

祝(琢 + 1) < r
3 ,C = b琢姿( t)

祝(琢 + 1) < 1
3

对于 x,y 沂 B, 我们得到

椰(Fx)(t) - (Fy)(t)椰臆椰g(t,xt) - g(t,yt)椰 +
1

祝(琢) 乙
t

0
(t - 兹)琢-1椰f(兹,x兹) - f(兹,y兹)椰d兹臆

椰p(t,xt) - p(t,yt)椰 + Q(椰(Fx)(t) - (Fy)(t)椰 +
b琢姿(t)

祝(琢 +1)椰x - y椰)臆[L + Q姿(t) +

b琢姿(t)
祝(琢 +1)]椰x - y椰

摇 摇 因为 L + Q姿( t) + b琢姿( t)
祝(琢 + 1) < 1,由压缩映射
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原理和引理 4,方程(1) ~ (2) 有解.
评论 7摇 如果 姿( t) = L > 0 是一个常数,那

么式子(5)符合李普希兹条件.
定理 8摇 如果条件(a)和(b)成立,并满足下

列条件

(c) f( t,u) 臆 u( t),0 < t 臆 b,b > 0
(d) f( t,u) 逸 u( t),t < 0.
那么方程(1) ~ (2)在 [ - 肄 ,b) 存在唯一

的解.
证明摇 设 F:B 寅 B, F 符合式子(6),首先证

明 F 是完全连续的.
第一步:证明 F 是完全连续的. 设数列 xns 使

得 xns 寅 xs, xn 沂 B,n,s 沂 N, sup
t沂J

q( t) = Q ,则

椰(Fxn) - (Fx)椰 臆 椰p( t,xns) - p( t,xs)椰 +

Q | f( t,xns) - f( t,xs) | + 1
祝(琢) 乙

b

0
( t - s) 琢-1 伊

| f( t,xns) - f( t,xs) | ds
摇 摇 因为 F 和 p 是连续函数,由(a) ~ (c)我们有

椰(Fxn) - (Fx)椰臆[L + Q + b琢

祝(琢 + 1)]椰xns -

xs椰 寅0,n 寅 肄
第二步:证明 F 在 B 是有界. 设 浊 > 0, 存在

l > 0 使 得 x 沂 B浊 = x 沂 B:椰x椰b 臆 浊,
椰f(x)椰肄 臆 l, 因为 F 和 p 是连续函数, t沂[0,
b] ,
椰(Fx)(t)椰臆椰p(t,xt)椰 +椰q(t)椰椰f(t,xt)椰 +

1
祝(琢) 乙

b

0
( t - s) 琢-1椰f( s,xs)椰ds 臆 P +

Q椰x( t)椰 + b琢

祝(琢 + 1)椰x( t)椰b 臆 P + (Q +

b琢

祝(琢 + 1))浊 = l

摇 摇 第三步:证明 F 在 B 中是等度连续的. 设 t1,
t2 沂 [0,b], t1 臆 t2, 设 B浊 在 B 中是有界的, x 沂
B浊, 对于 t 沂 [0,b] 有

| (Fx)(t2) - (Fx)(t1) | = | p(t2,x) - p(t1,x) | +
Q | f(t,xns) - f(t,xs) | +| q(t2) - q(t1)椰f(t,x) | +

1
祝(琢) 乙

t1

0
(t2 - s)琢-1 - (t1 - s)琢-1 | f(t,xs)ds +

1
祝(琢) 乙

t1

0
(t2 - s)琢-1f(t,xs)ds 臆K | t2 - t1 | r +

M浊 | t2 - t1 | 茁 + 茁
祝(琢 + 1)[(t2 - t1)琢 +

(t1)琢 - (t2)琢] + (t2 - t1)琢 臆K | t2 - t1 | r + M浊 | t2 -

t1 | 茁 + 2茁
祝(琢 + 1) (t2 - t1)琢

当 t1 寅 t2 时, | (Fx)( t2) - (Fx)( t1) | 寅0.
当 t1 < t2 臆0 和 t1 臆0 臆 t2 时结果是显然的. 综
合前三步,能推出当 F:B 寅 B 时, F 是完全连

续的.
第四步,存在一个开集 U哿 B, 对于 姿 沂 (0,

1), x 沂 鄣u 有 x 屹 姿F(x) .
设 x 沂 B, x = 姿F(x), 姿 沂 (0,1), t 沂 [0,

b] 时有

x( t) = 姿[g( t,xt) + 1
祝(琢) 伊

乙t
0
( t - s) 琢-1 f( s,xs)ds]

通过(b)和(c)
| x( t) | 臆| p( t,xt) | + | q( t)椰x( t) | +

1
祝(琢) 乙

t

0
( t - s) 琢-1 | x( s) | ds

摇 摇 所以

| x( t) | 臆 P
1 - Q + 1

(1 - Q)祝(琢) 伊

乙t
0
( t - s) 琢-1 | x( s) | ds

摇 摇 设 | x( t) | = w( t), w( t) 臆 P
1 - Q +

1
(1 - Q)祝(琢) 乙

t

0
( t - s) 琢-1w( s)ds

从引理 5 得到

w( t) 臆 P
1 - Qexp( 1

(1 - Q)祝(琢) 伊

乙t
0
( t - s) 琢-1w( s)ds)

摇 摇 因此,

椰u(t)椰肄 臆 P
1 - Qexp(

P
(1 - Q)祝(琢 + 1)): = M

摇 摇 那么,
椰x椰肄 臆 M

摇 摇 设, F:U 寅 B 是完全连续的,则不存在 U, 使

得 x = 姿F(x), 姿沂(0,1) . 所以由引理 3, F 在 U
中有一个不动点 x.
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表 3摇 SAD 程序运行结果

Table 3摇 Result of the program about SAD

优化前周期数 优化后周期数 速度提高百分比

53 24 54. 7%

实验结果表明对 DCT 变换,帧内预测选择进

行线性汇编改写,对 SAD 函数进行并行汇编改

写,分别大大缩短了函数的执行周期,大大提高了

编码器的性能.
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