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具有浮动执行价格的亚式期权鞅定价

张摇 敏,朱摇 晖

(南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001)

摘摇 要:本文在概率测度空间中,对亚式期权定价进行研究,考虑股票价格服从布朗

运动,浮动执行价格服从 Itô 过程的两资产相关模型中,得出等价鞅测度下亚式期权

的定价公式.
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Martingale Methods of Asian Option Pricing with Floating Striked Price

ZHANG Min,ZHU Hui
(School of Mathematics and Physics,University of South China,Hengyang,Hunan 421001,China)

Abstract::On the probability measure space for Asian Option Pricing study,we conside
the stock price follows Brown motion and floating exercise price follows Itô process during
the two assets related model,to obtain Asian options pricing formula under the equivalent
martingale measure.
key words:floating execution price;Asian options;two related assets;martingale pricing

0摇 引摇 言

在亚式期权定价理论中[1鄄3],在不同的条件下

已经有很多的定价公式了[4鄄11],但定价的结果仍

与实际结果有一定差距. 亚式期权的浮动执行价

格为期权有效期内资产某段时间内的平均价格,
因此平均执行价格也是随机波动的,本文考虑亚

式期权中股票价格服从布朗运动和浮动敲定价格

服从 Itô 过程[3] 的两资产相关模型,得出了亚式

期权等价鞅测度下的定价公式.

1摇 预备知识

考虑连续时间的金融市场,时间区间[0,T],
0 表示现在,T 表示到期日,给定某完备概率空间

(赘,F,P),设 t 时刻的无风险利率为 r( t),t 时刻

的股票价格为 S( t),亚式看涨期权浮动敲定价格

为 Sa(T)分别满足如下的微分方程

dS( t)
S( t) = 滋S( t)dt + 滓S( t)dWS( t) 摇 S(0) = S

(1)
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dSa( t)
Sa( t)

= 滋Sa( t)dt + 滓Sa( t)籽( t)dWS( t) +

滓Sa( t) 1 - 籽2( t)dWSa( t)
Sa(0) = S (2)

摇 摇 其中 W(·) = (WS (·),WS a (·))为概率

空间(赘,F,P)上的二维标准 Brown 运动,r( t) >
0,滋S( t) > 0,滓S ( t) > 0,滋Sa ( t) > 0,滓Sa ( t) > 0,
籽( t) > 0 均为时间 t 的确切定性的函数. 当然隐含

约定这些函数满足使得相关数学定义有意义,上
述随机微分方程有解的必要条件. dS( t)dSa( t) =
滓S( t) 滓Sa ( t) 籽( t) S ( t) Sa ( t) dt, F{ }t 0臆t臆T 是由

B(·)产生的递增的子 滓 - 域族,FT = F 市场完

备,无套利,可以对亚式期权进行风险中性定价,

引入风险中性概率测度 P̂,

令 兹S( t) =
滋S( t) - r( t)

滓S( t)
,

兹Sa(t) =
滓S(t)(滋Sa(t) - r(t)) - 籽(t)滓Sa(t)(滋S(t) - r(t))

滓S(t)滓Sa(t) 1 - 籽2(t)

Z(T) = exp{ - 乙T
0
兹S( t)dWS( t) -

乙T
0
兹Sa( t)dWSa( t) -

1
2 乙

T

0
(兹2

S( t) + 兹2
Sa( t))dt}

dŴS( t) = dWS( t) + 兹S( t)dt

dŴSa( t) = dWSa( t) + 兹Sa( t)dt

则 摇 P(A) = 乙
A

Z(T)dP摇 摇 坌A 沂 FT

由 Girsanow 定理,P̂ 是(赘,F) 上的风险中性

概率测度,Ŵ(·) = (ŴS(·),ŴSa(·)) 是(赘,F,

P̂) 下的标准二维布朗运动,在 P̂ 下,t 时刻的股票

价格 S( t) 和浮动执行价格 Sa( t) 分别满足如下的

随机微分方程:
dS(t)
S(t) = r(t)dt + 滓S(t)dŴS(t)

dSa(t)
Sa(t)

= r(t)dt + 滓Sa(t)籽(t)dŴS(t) + 滓Sa(t) 伊

1 - 籽2(t)dŴSa(t),0臆 t 臆

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï T

(3)

摇 摇 由式(3) 可知道

S(T) = Sexp(乙T
0
r( t)dt)·e驻,

Sa(T) = Saexp(乙T
0
r( t)dt)·e

ì

î

í

ï
ï

ïï 专

(4)

其中

驻 = - 1
2 乙

T

0
滓2

S( t)dt + 乙T
0
滓S( t)dŴS( t)

专 = - 1
2 乙

T

0
滓2

Sa(t)dt + 乙
T

0
籽(t)滓Sa(t)dŴSa(t) +

乙T
0

1 - 籽2( t)滓Sa( t)dŴSa( t)

2摇 主要结果及证明

定理:设市场完备,无套利,亚式期权中假设

股票价格为 S( t),有效期内浮动价敲定价格为

Sa(T) 分别满足(1) 和(2),则亚式期权的价格为

C(Sa,S,T) = SaN(dn) - SN(dn - 移) (5)

其中

dn =
ln(

Sa

S ) + 1
2 乙

T

0
[滓2

S(t) + 滓2
Sa(t) - 2籽(t)滓S(t)滓Sa(t)]dt

摇

乙T
0
[滓2

S(t) + 滓2
Sa(t) - 2籽(t)滓S(t)滓Sa(t)]dt

移 = 乙T
0
[滓2

Sa(t) + 滓2
S(t) - 2籽(t)滓Sa(t)滓S(t)]dt

证明:C(Sa,S,T) = exp(- 乙T
0
r(t)dt)Ê[(Sa(t) -

S(t)) +]

= exp( - 乙T0 r(t)dt)E[(Mexp(乙T0 r(t)dt)e专) -

Sexp(乙T0 r( t)dt)·e驻) +]

= SaÊ[e专I{Sa( t) > S( t)}] - SÊ[e驻I{Sa( t) > S( t)}]

(6)
令 A1 = {Sa( t) > S( t)} = {Sae专 > Se驻}

下面计算 Ê[e驻I{A1}]

令 dW1
S( t) = dŴS( t) - 滓S( t)dt,

dW1
Sa( t) = dŴSa( t),

Z1(T) = exp(乙T
0
滓S( t)dŴS( t) -

1
2 乙

T

0
滓2

S( t)dt) = e驻 .

P1(A) = 乙AZ1(T)dP̂摇 坌A 沂 F.

由 Girsanov 定理,P1 是 P̂ 的等价概率测度.

Ê[e驻I{A1}] = EP1[ I{A1}]
= P1(A1)
= P1(Sae专 > Se驻) (7)

A1圳 {Saexp( -
1
2 乙

T

0
滓2

Sa( t)dt) +

乙T
0
滓Sa( t)籽( t)dŴS( t) +

44
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乙T
0
滓( t) 1 - 籽2( t)dŴSa( t) >

Sexp(乙T
0
滓S( t)dŴS( t) - 1

2 乙
T

0
滓2

S( t)dt)}

摇 圳{lnSa - 1
2 乙

T

0
滓2

Sa( t)dt +

乙T
0
滓Sa( t)籽( t)dW

^

S( t) +

乙T
0
滓Sa( t) 1 - 籽2( t)dW

^

Sa( t) >

lnS + 乙T
0
滓S( t)dW

^

S( t) - 1
2 乙

T

0
滓2

S( t)dt}

摇 圳{乙T
0
(滓Sa( t)籽( t) - 滓S( t))dW

^

S( t) +

乙T
0
滓Sa( t) 1 - 籽2( t)dW

^

Sa( t) >

ln S
Sa

+ 1
2 乙

T

0
(滓2

Sa
( t) - 滓2

S( t))dt}

摇 圳{乙T
0
(滓Sa( t)籽( t) - 滓S( t))dW

^
1
s ( t) +

乙T
0
滓Sa( t) 1 - 籽2( t)dW

^
1
Sa
( t) >

ln S
Sa

+ 1
2 乙

T

0
(滓2

Sa
( t) + 滓2

S
( t) -

2籽( t)滓Sa( t)滓S( t))dt}

圳{
- [乙T

0
滓Sa(t)籽(t) - 滓S(t)dW1

S(t) + 乙T
0
滓Sa(t) 1 - 籽2(t)dW1

S(t)]

乙T
0
(滓2

Sa(t) + 滓2
S(t) - 2籽(t)滓S(t)滓Sa(t))dt

摇 臆 dn - 移}

令 Z1
1 = 乙T

0
(滓Sa( t)籽( t) - 滓S( t))dW1

S( t),

Z1
2 = 乙T

0
滓Sa( t) 1 - 籽2( t)dW1

Sa( t)

则 Z1
1 ~ N(0,乙T

0
(滓Sa( t)籽( t) - 滓S( t)) 2dt),

Z1
2 ~ N(0,乙T

0
滓2

Sa( t)(1 - 籽2( t))dt)

由于 Z1
1,Z1

2 相互独立. 所以 Z1
1 + Z1

2 ~ N(0,

乙T
0
(滓2

Sa
( t) + 滓2

S
( t) - 2籽( t)滓Sa( t)滓S( t))dt)

Ê[e驻I{A1}] = P1(A1) =

P1(
- (Z1

1 + Z1
2)

乙T
0
(滓2

Sa(t) + 滓2
S(t) - 2籽(t)滓S(t)滓Sa(t))dt

臆

摇 摇 dn - 撞) = N(dn - 移)

同理 可 以 证 明 Ê[e专I{A1}] = P2(A1) =
P2(Sae专 > Se驻) = N(dn),证毕.
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