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摘摇 要:我们研究一类具有边界值的非线性微分方程正解的存在性,利用格林函数的

性质和不动点定理获得具有边界值问题正解的存在的充分条件.
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Abstract:A class of boundary value problem for nonlinear fraction differential equation is
considered in this paper. Using the property of Green function and some fixed point theo鄄
rems,we obtained some existence conditions for the positive solutions for the boundary val鄄
ue problem.
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摇 摇 考虑如下分数阶边值问题:
D琢u( )t + f t,u( )( )t = 0,摇 0 < t < 1,摇 5 < 琢 < 6, (1)

u( )0 = u(4)(1) = u(k)(0) = 0,摇 K = 1,2,3,4, (2)

其中, D琢 是标准的 Riemann鄄Liouville 微分算子,
f: 0,[ )肄 寅 0,[ )肄 是连续函数.

最近,许多作者研究了分数阶微分方程,它应

用于许多领域,像物理,机械,工程等方面. 很多作

者获得了分数阶微分方程正解存在的充分条

件[1鄄5],特别地,一些作者获得了具有边界值的分

数阶微分方程正解的存在性[6鄄9] .
例如,Z. Bai 和 H. Lu[7] 讨论了如下边界条件

的分数阶微分方程:
D琢u ( )t + f t,u ( )( )t = 0,摇 0 < t < 1,

u ( )0 = u ( )1 = 0, (3)

其中, 1 < 琢 臆 2,D琢 是标准的 Riemann鄄Liouville
分数阶微分. 并获得上述方程正解存在性的充分
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条件.
文献[8]中,Kosmatove 研究了如下具有边值

的方程:
D琢u( t) = f( t,u( t),u忆( t)),摇 0 < t < 1,
u(0) = u(1) = 0, (4)

其中 0 < t < 1,1 < 琢臆2,D琢 是标准的 Riemann鄄
Liouville 分数阶微分.

Aufmann 和 Mboumi[9] 探讨了如下具有边界

值的方程:
D琢u( t) + a( t) f(u( t)) = 0 ,摇 0 < t < 1,
u(0) = u忆(1) = 0, (5)

其中, 1 < 琢 臆 2,D琢 是标准的 Riemann鄄Liouville
分数阶微分.

本文,我们考虑边界值方程(1) - 方程(2),
首先引入相应的格林函数,接着推导出其等价的

积分方程,然后,利用不动点定理,得到方程(1)
-方程(2)解的存在性.

1摇 定摇 义

定义 1[10] 摇 函数 u 的 琢 阶分数积分定义为:
如果 琢 > 0,u:(0,肄 ) 寅 R,

I琢u( t) = 1
祝(琢) 乙

t

0
( t - s)

琢-1
u( s)ds,

其中,祝 为嘎玛函数.
定义 2[10] 摇 函数 u 的 琢 阶分数微分定义为:

如果 琢 > 0,u:(0,肄 ) 寅 R ,

D琢u(t) = 1
祝(n - 琢)

dn

dtn 乙
t

0
(t - s)

n-琢-1
u(s)ds,

其中 n = [琢] + 1,祝 为嘎玛函数.
定义 3摇 在巴拿赫空间 E中,我们称P是E中

的锥,如果映射 兹 满足不等式:
兹(姿x + (1 - 姿)y) 逸 姿兹(x) + (1 - 姿)兹(y),

其中 x,y 沂 P , 0 臆 姿 臆1 .
引理 4[10] 摇 设函数 u沂C(0,1) 疑 L疑(0,1)

是 琢 阶分数微分函数,则 u 沂 C(0,1) 疑 L 疑 (0,
1) 时,有
I琢D琢u( t) = u( t) + c1 t琢-1 + c2 t琢-2 + … + cN t琢-N 摇 ,
ci 沂 R,i = 1,2,…,N .
其中, N 是不大于 琢 的正整数.

引理 5摇 如果函数 u沂 C(0,1) 疑 L疑(0,1)
是方程函数(1) - (2) 的解,则函数 u沂[0,1] 是

下列分数积分方程

u( t) = 乙10 G( t,s) f( t,u( s))ds (6)

的解,其中

G( t,s) = 1
祝(琢)

t琢-1(1-s)琢-5 -(t -s)琢-1,0臆s臆t臆1,
t琢-1(1 - s) 琢-5,0 臆 t 臆 s 臆1{ .

(7)
证明:因为 f是连续的,5 < 琢 < 6. 设函数 u沂

C(0,1) 疑L疑(0,1) 是方程函数(1) - (2)的解,
通过引理 4,我们有

u( t) = - I琢 f(u( t)) + c1 t琢-1 + … + c6 t琢-6 =

- 1
祝(琢) 乙

t

0
( t - s) 琢 f( t,u( s))ds + c1 t琢-1 + c2 t琢-2 +

… + c6 t琢-6 .
由 u(0) = u(k)(0) = 0,K = 1,2,3,4,有 c2 = c3 =
c4 = c5 = c6 = 0 ,且

c1 = 1
祝(琢) 乙

1

0
(1 - s)

琢-5
f( t,u( s))ds,

因此,

u(t) = - 1
祝(琢) 乙

t

0
(t - s)

琢-1
f(t,u(s))ds + 1

祝(琢) 伊

乙1
0
(1 - s)

琢-5
t琢-1f(t,u(s))ds = 乙1

0
G(t,s)f(t,u(s))ds.

引理 6摇 上述函数 G( t,s) 满足下列条件:
(1)对所有的 t,s 沂 [0,1],

max
0臆t臆1

G( t,s) 臆 G(1,s); (8)

摇 摇 (2) min
1
琢臆t臆琢-1

琢

G( t,s) 逸 1( )琢
琢-1

G( s,s),

摇 摇 摇 摇 5 < 琢 臆6. (9)
证明:(1)很显然 G( t,s) 逸 0,t,s 沂 [0,1],

摇 摇 0 臆 s 臆 t 臆1 ,设
g1( t,s) = t琢-1(1 - s) 琢-5 - ( t - s) 琢-1,

0 臆 s 臆 t 臆1 ,
g2( t,s) = t琢-1(1 - s) 琢-5,摇 摇 0 臆 t 臆 s 臆1 .

对于 0 臆 s 臆 t 臆1 ,
鄣 g1(t,s)

鄣 t = (琢 -1)t琢-2(1 - s)琢-5 - (琢 -1)(t - s)琢-2 =

(琢 - 1) t琢-2 (1 - s) 琢-5 - 1 - s( )t
琢-

[ ]
2

逸

(琢 - 1) t琢-2 (1 - s) 琢-5 - 1 - s( )t
琢-

[ ]
5

逸0.

因此,对 0 臆 s臆 t臆1,g1( t,s) 关于 t是单调增加

的. 显然,对 0 臆 t 臆 s 臆1,g2( t,s) 关于 t 也是单

调增加的. 所以,G( t,s) 对 0 臆 t 臆1 是单调增加

的,max
0臆t臆1

G( t,s) 臆 G(1,s) .

(2)当 5 < 琢臆6, 1
琢 臆 s臆 琢 - 1

琢 时,我们有

1( )琢
琢-1

s琢-1(1 - s) 琢-5 + 1
琢( )- s

琢-1
=

16
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1( )琢
琢-1

s琢-1(1 - s) 琢-5 + (1 - 琢s) 琢-[ ]1 臆

1( )琢
琢-1

s琢-1(1 - s) 琢-5 + (1 - s) 琢-[ ]1 =

1( )琢
琢-1

s琢-1(1 - s) 琢-5 + (1 - s) 琢-5(1 - s)[ ]4 =

1( )琢
琢-1

(1 - s) 琢-5 s琢-1 + (1 - s)[ ]4 臆

1( )琢
琢-1

(1 - s) 琢-5 s4 + (1 - s)[ ]4 臆

1( )琢
琢-1

(1 - s) 琢-5 s + (1 - s[ ]) 4 =

1( )琢
琢-1

(1 - s) 琢-5 .

这样

g1
1
琢 ,( )s = 1( )琢

琢-1
(1 - s) 琢-5 - 1

琢( )- s
琢-1

逸

1( )琢
琢-1

s琢-1(1 - s) 琢-5 = 1( )琢
琢-1

g1( s,s) .

也就是

摇 min
1
琢臆t臆琢-1

琢

g1( t,s) 逸 g1
1
琢 ,( )s 逸 1( )琢

琢-1
g1( s,s) .

另一方面,

min
1
琢臆t臆琢-1

琢

g2( t,s) = 1( )琢
琢-1

(1 - s) 琢-5 逸

1( )琢
琢-1

s琢-1 (1 - s) 琢-5 = 1( )琢
琢-1

g2( s,s) .

所以,

min
1
琢臆t臆琢-1

琢

G( t,s) 逸 ( 1
琢 )

琢-1

G( s,s),摇 5 < 琢 臆6 ,

引理 7[11] 摇 设集合 C是巴纳赫空间 X中的一

个凸的紧集,假设U是中一个相对开集,且0沂U,

且 T:U
-
寅 C 那么下列两个性质成立.

( i)算子 T 在 U
-
中有一个不动点;

(ii)存在 u 沂 鄣U且 姿 沂 (0,1) 有 u = 姿Tu .
引理 8[12] 摇 设 B 是一个巴纳赫空间,在 B 中

K 奂 B 是一个锥,假设 赘1,赘2 是开集,且 0 沂 赘1,
赘1 奂赘2,设T:K疑(赘2 \赘1) 寅K是完全连续的算

子,存在下列条件:
(i) 椰Tu椰臆椰u椰,u沂K疑鄣赘1,且椰Tu椰逸

椰u椰,u 沂 K 疑鄣赘2 ,或
( ii ) 椰Tu椰 逸 椰u椰,u 沂 K 疑 鄣赘1, 且

椰Tu椰 臆 椰u椰,u 沂 K 疑 鄣赘2 .
那么 T 在 K 疑 (赘2 \赘1) 有一个不动点.
为了方便,现假设以下条件:
(H1) f( t,u) 在[0,1] 伊 [0,肄 ) 寅[0,肄 ) 是

连续的;
(H2) 存在两个正函数 a( t),b( t) 沂 C([0,

1],R +) 使得

f( t,u) 臆 a( t) + b( t) u p, (10)
其中, 0 < p 臆1,函数 b( t) 满足

乙1
0
G(1,s)b( s)ds < 1. (11)

(H3) f0 = lim
椰u椰寅0

f( t,u)
椰u椰 = 肄 ,t 沂 (0,1) .

(12)

2摇 主要结果

设 赘 = C([0,1],R),赋予范数 椰u( t)椰 =
max
0臆t臆1

| u( t) | .

引理 9摇 假设(H1)和(H2),(H3)中的一个

成立,设 T:赘 寅 赘 ,

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s) f( t,u( s))ds. (13)

那么, T:赘 寅 赘 是完全连续的.
证明:假设(H1)和(H2)成立,我们知道 G( t,

s) 沂 C([0,1] 伊 [0,1],R +) ,且 f( t,s) 沂 C([0,
1] 伊 R +,R +),显然,Tu( t) 对 u 沂 赘是连续的,且
Tu( t) 逸0,设D奂赘是有界的. 存在一个正常数R
使得 椰u椰 臆 R,对所有的 u 沂 D 有

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s) f( t,u( s))ds 臆

乙1
0
G(1,s)a(s)ds + 乙1

0
G(1,s)b(s)ds椰u(t)椰臆R

-
,

因此, T(D) 是一致有界的.
接下来证明算子 T 在 椰u椰 臆 R 是等度连续

的. 实际上,对所有的 着 > 0 ,当 t1, t2 沂 [0,1],使
得 t1 < t2 且 t2 - t1 < 浊 时,对所有的 u 沂 D,我们

得到当 t2 - t1 寅0 时

| Tu( t2) - Tu( t1) | = 乙1
0
G( t2,s) f( t,u( s))ds -

乙1
0
G(t1,s)f(t,u(s))ds |臆 乙1

0
| G(t2,s) - G(t1,s) | 伊

(a( s) + b( s)u( s))ds 臆 乙t1
0
(1 - s)

琢-5
( t琢-12 -

t琢-11 )ds + 乙t2
t1
(1 - s)

琢-5
t琢-12 - ( t1 - s) 琢-1d

(

s +

乙t2
t1
(1 - s)

琢-1
t2琢-1 - t1琢-1(1 - s)琢-1d )s (max

0臆t臆1
a(t) +

R max
0臆t臆1

b( t)) 臆 乙t1
0

1 - (1 - t1)琢-( )4

琢 - 4 (t2琢-1 - t1琢-1) +

((1 - t1) 琢-4 - (1 - t2) 琢-4)
琢 - 4 t2 琢-1 -

( t2 - t1) 琢

琢 +

26
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1
琢 ( t2 琢-1 - t1 琢-1)ds( max

0臆t臆1
a( t) + R max

0臆t臆1
b( t)) 寅 R.

所以 lim
t2寅t1

椰Tu( t2) - Tu( t1)椰 = 0, 由

Arzela鄄Ascoli 定理,T:赘 寅 赘 是完全连续的.
定理 10摇 假设(H1)和(H2)成立,那么方程

(1)至少有一个正解.
证明:(1)如果 p = 1,通过引理 9,算子 T:赘

寅 赘 是完全连续的. 设

r1 =
乙1
0
G(1,s)a( s)ds

1 - 乙1
0
G(1,s)b( s)ds

, (14)

赘1 = u 沂 赘:椰u椰 < r{ }
1 . (15)

我们证明对于 0 < 姿 < 1,不存在 u沂鄣赘1 使

得 u( t) = 姿Tu( t) . 相反, 我们从(H1),(H2)和

(14)得到

椰u椰 = | 姿Tu( t) | = 姿 max
0 < t < 1 乙

1

0
G( t,s) f( t,

u( s))ds < max
0 < t < 1 乙

1

0
G( t,s) f( t,u( s))ds 臆 乙1

0
G(1,

s) | a( s) | ds + r1 乙1
0
G(1,s) | b( s) | ds < 椰u椰.

也就是 椰u椰 < 椰u椰. (16)
矛盾,由引理 7,算子 T在赘1 有一个不动点 u( t) .

(2)如果 0 < p < 1,设

r1 = max
0<t <1

2乙1
0
G(1,s)a(s)(s)ds,(2乙1

0
G(1,s)b(s)(s)ds)

1-p

{ }p

(17)
利用(1)类似的方法,可以证得 T 在 赘1 有一个不

动点 u( t) ,证毕.
定理 11摇 假设(H1) - (H3)成立,那么方程

(1)至少有一个正解.
证明:设 K = u 逸0 | u 沂{ }赘 ,那么算子 T

在 K是完全连续的. 设上述式(14)或式(17)中的

r1 成立,K1 = u 沂 K(u) < r{ }
1 ,利用与(16)中

相似的方法,对于任意的 u 沂 K 疑 鄣K1 有

椰Tu( t)椰 < 椰u椰. (18)
另一方面,从(H3), M 足够大,存在 r2 < r1 ,

使得

M ( 1
琢 )

琢-1 乙
1-1
琢

1
琢

G( s,s)ds 逸1, (19)

因为 椰u椰臆 r2,设 K2 = u 沂 K(u) 臆 r{ }
2 ,

则 u 沂 K2 疑 鄣K ,我们得到

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s) f( t,u( s))ds 逸

乙
琢-1
琢

1
琢

G( t,s) f( t,u( s))ds 逸

M ( 1
琢 )

琢-1 乙
琢-1
琢

1
琢

G( s,s)ds椰u椰 逸 椰u椰,

也就是 椰Tu( t)椰 逸 椰u椰. (20)
从引理 8 和式(18)与式(20),算子 T 在 u 沂

K 疑 (K1 / K2) 有一个不动点,这个不动点是积分

方程(6)的解,证毕.
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