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一类广义二阶常微分方程三点积分边值问题正解的存在性

汪摇 惠,刘宏亮,欧阳自根*

(南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001)

摘摇 要:该文运用了格林公式的性质和锥上不动点定理,建立了一个广义二阶常微分

方程三点积分边值问题在超线性和次线性条件下至少有一个正解的存在性定理. 同
时给出了在这一边值条件下至少有两个正解存在的充分条件.
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Positive Solutions to a Generalized Second鄄order Three鄄point
Integral Boundary Value Problem

WANG Hui,LIU Hong鄄liang,OUYANG Zi鄄gen*

(School of Mathematics and Physics,University of South China,Hengyang,Hunan 421001,China)

Abstract:In this work,we focus on the existence of solutions for a class of nonlinear sec鄄
ond鄄order three鄄point integral boundary value problem. Using the properties of the Green's
function and Krasnosel'skii fixed point theorem,we obtain that the boundary value problem
has at least one positive solutions in the superlinear or sublinear case. Also,some sufficient
conditions has been obtained that the problem has at least two positive solutions.
key words:integral boundary value problem;fixed point;existence of positive solution

0摇 引摇 言

从 Il謘in 和 Moiseev[1鄄2]对线性二阶常微分方程

多点边值问题解的存在性的研究开始,很多作者

通过使用 Leggett鄄Williams 不动点定理[3],Leray鄄
Schau 不动点定理[4] 以及 Krasnosel忆skii 不动点定
理[5鄄6]对非线性二阶常微分方程三点边值问
题[7鄄8]以及多点边值问题进行了研究,并得到了一

些结果[9鄄13] .
在文献[14]中,作者证明了下面三点边值问

题在超线性或次线性条件下至少有一个正解的存

在性.
u义( t) + a( t) f(u( t)) = 0,t 沂 (0,1),
u(0) = 0,u(1) = 琢u(浊),

其中 0 < 浊 < 1,且 0 < 琢 < 1
浊 .
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摇 摇 在文献[15]中,作者证明了下面三点积分边

值问题至少有一个正解的存在性.
u义( t) + a( t) f(u( t)) = 0,t 沂 (0,1),

u(0) = 0,u(1) = 琢 乙浊
0
u( s)ds,

其中 0 < 浊 < 1,且 0 < 琢 < 2
浊2 .

本文将研究下面的非线性二阶常微分方程三

点积分边值问题至少有一个或多个正解的存在性.
u义( t) + a( t) f(u( t)) = 0,t 沂 (0,1), (1)

u忆(0) = 0,u(1) = 琢 乙浊
0
u( s)ds, (2)

其中 0 < 浊 < 1,0 < 琢浊 < 1,f(u( t)) 沂 C([0,
1],[0,¥),[0,¥)),a 沂 C([0,1],[0,¥)) 且存

在一个 t0 沂 (0,1) 使得 a( t0) > 0 成立.
令

f0 = lim
u寅0 +

f(u)
u ,f¥ = lim

u寅¥

f(u)
u .

本文的目的是建立一些简单的标准来判断边

值问题(1)鄄(2)正解的存在性. 在文章的第二部

分得出了格林函数并将边值问题(1) - (2)简化

为一个等价的积分方程;在第三部分通过应用

Krasnosel'skii 不动点定理,得到了边值问题(1) -
(2)正解存在性的多种结果.

1摇 预备知识

引理 1摇 若 琢浊屹1,且 y( t) 沂 C[0,1] 时,问
题

u义( t) + y( t) = 0,t 沂 (0,1), (3)

u忆(0) = 0,u(1) = 琢 乙浊
0
u( s)ds, (4)

有唯一解

u( t) = 乙1
0
G( t,s)y( s)ds,

其中

G( t,s) =

1-s
1-琢浊 -

1
2琢(浊 -s)2

1-琢浊 -(t -s),0臆s臆min{t,浊} <1,

1 - s
1 - 琢浊 - ( t - s),0 < 浊 臆 s 臆 t 臆1,

1 - s
1 - 琢浊 -

1
2 琢 (浊 - s)2

1 - 琢浊 ,0臆 t 臆 s臆浊 < 1,

1 - s
1 - 琢浊,max{ t,浊} 臆 s 臆1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï .

(5)
证明摇 由式(3)得 u义( t) = - y( t) . 对其左右

两边从 0 到 t 求积分再结合式(4)可得

u忆( t) = - 乙t
0
y( s)ds, (6)

再对式(6)两边从 0 到 t 求积分可得

u( t) = u(0) - 乙t
0
( t - s)y( s)ds. (7)

对式(7) 两边从 0 到 浊 求积分,可得

乙浊
0
u(s)ds = 乙浊

0
u(0)ds - 乙浊

0
乙u
0
(u - s)f(s)dsdu =

u(0)浊 - 1
2 乙

浊

0
(浊 - s) 2 f( s)ds. (8)

由式(4),式(7)与式(8)得

u(0) =
- 1

2 琢

1 - 琢浊 乙
浊

0
(浊 - s) 2y( s)ds + 1

1 - 琢浊 伊

乙1
0
(1 - s)y( s)ds. (9)

因此,边值问题(3)—(4)的唯一解为

u( t) =
- 1

2 琢

1 - 琢浊 乙
浊

0
(浊 - s) 2y( s)ds +

1
1 - 琢浊 乙

1

0
(1 - s)y( s)ds - 乙t

0
( t - s)y( s)ds =

乙1
0
G t,( )s y ( )s ds.

证毕.
引理 2摇 由式(5)定义的格林函数 G( t,s) 有

下列性质:
(I)对任意的 s,t沂(0,1) 都有 G( t,s) 在[0,

1] 伊 [0,1] 上连续且有0臆G( t,s) 臆 h( s) 成立,
其中

h( s) = 1 - s
1 - 琢浊.

(域)对任意的 s,t 沂 (0,1) 都有 G( t,s) 逸
姿h( s) 成立,其中

姿 = 1
2 琢浊.

证明摇 由 G( t,s) 的表达式,我们很容易证明

G( t,s) 在 [0,1] 伊 [0,1] 上连续,且对于任意的

s,t沂(0,1) 有 G( t,s) 臆 h( s) . 因此,我们只需证

明当 0 臆 s 臆 min{ t,浊} < 1 时有

G1(t,s) = 1 - s
1 - 琢浊 -

1
2 琢 (浊 - s)2

1 - 琢浊 - (t - s)逸0

成立,则(I)成立.
事实上

G1(t,s) = 1
1-琢浊[(1-s)-

1
2琢(浊 -s)(浊 -s)-(1-琢浊)(t -s)]
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逸 1
1 - 琢浊[(1 - s) - 1

2 琢(浊 - s)(1 - s) -

(1 - 琢浊)(1 - s)]

= 1 - s
1 - 琢浊[1 - 1

2 琢(浊 - s) - (1 - 琢浊)]

=

1
2 琢(1 - s)

1 - 琢浊 (浊 + s) 逸 0. (10)

所以(玉)成立.
对于(域),同样由 G( t,s) 可知,只需要证明

G1( t,s) 逸 姿h( s) 成立即可.
而由 0臆 s臆min{ t,浊} < 1 和式(10)可以得

到

G1( t,s)
h( s) 逸 1

2 琢(浊 + s) 逸 1
2 琢浊 = 姿.

所以 G1( t,s) 逸 姿h( s), 即(域)成立. 证毕.
引理 3 摇 (文献[6]):设 E 为 Banach 空间,

K 奂 E 是 E 中的一个锥. 赘1,赘2 是 E 上的有界开

子集,0 沂 赘1 且赘1 奂 赘2 若全连续算子 T:K 疑
(赘2 \赘1) 寅 K 满足

( A ) 椰Tu椰 臆 椰u椰,u 沂 K 疑 鄣赘1 且

椰Tu椰 逸 椰u椰,u 沂 K 疑 鄣赘2 ;或者

(B ) 椰Tu椰 逸 椰u椰,u 沂 K 疑 鄣赘1 且

椰Tu椰 臆 椰u椰,u 沂 K 疑 鄣赘2

则 T 在 K 疑 (赘2 \赘1) 上有一个不动点.
令 E = C[0,1], 定义范数为 椰u( t)椰 =

sup
0臆t臆1

u( t) ,显然 E 是一个 Banach 空间. 记

K = u 沂 E:u(t) 逸 0, inf
0臆t臆1

u(t) 逸 姿椰u(t){ }椰 ,

其中 姿 为引理 2 中的(域)所定义. 作算子

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s)a( s) f(u( s))ds. (11)

显然 K是E上的一个锥. 由引理1和引理2可

得 T(K) 奂K及 T:K寅K是完全连续算子. 那么边

值问题(1) - (2) 有一个解 u = u( t) 当且仅当 u
是算子 T 的一个不动点.

下文中,定义

祝1 = 1
1 - 琢浊 乙

1

0
(1 - s)a( s)ds,

祝2 = 姿2

1 - 琢浊 乙
1

0
(1 - s)a( s)ds. (12)

2摇 主要结论

2郾 1摇 在 f0,f¥ 沂 0,{ }¥ 的情形下,边值问题(1)
- (2)正解的存在性.

定理 4摇 若下面的条件成立,那么问题(1) -

(2)至少存在一个正解:
(H1): f0 = 0,f¥ = ¥(超线性);或
(H2): f0 = ¥,f¥ = ¥(次线性).

证明摇 首先假设(H1)成立.由 f0 = lim
u寅0+

f(u)
u =

0,那么对任意 着 沂 (0,祝 -1
1 ],存在 啄* 使得对任意

u 沂 [0,啄*], 有

f(u) 臆 着u. (13)
其中 祝1 为式(12)所定义.

令 赘啄* = u 沂 E:椰u椰 < 啄{ }
* . 由式(11),

式 (13) 以 及 引 理 1, 对 于 任 意 的

u 沂 K 疑 鄣赘啄*, 有

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s)a( s) f(u( s))ds

臆 乙1
0
h( s)a( s) f(u( s))ds

= 1
1 - 琢浊 乙

1

0
(1 - s)a( s) f(u( s))ds

臆 着啄*
1

1 - 琢浊 乙
1

0
(1 - s)a( s)ds

= 着啄*祝1 臆 啄* = 椰u椰,
于是对任意 u 沂 K 疑 鄣赘啄*, 有

椰Tu椰 臆 椰u椰. (14)

另一方面,由 f¥ = lim
u寅¥

f(u)
u = ¥,那么对任意

M* 沂[祝 -1
2 ,¥),存在一个 啄* > 啄* 使得对任意的

u 逸 姿啄*, 有

f(u) 逸 M*u. (15)
其中 祝2 为式(12)所定义.

设 赘啄* = u 沂 E:椰u椰 < 啄{ }* . 当 u沂 K疑
鄣赘啄* 时,有

min
t沂[0,1]

u( t) 逸 姿椰u( t)椰 = 姿啄* .

于是对任意 u 沂 K 疑 鄣赘啄*, 由式(11),式(15)以
及引理 1 可得

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s)a( s) f(u( s))ds

逸 乙1
0
姿h( s)a( s) f(u( s))ds

= 姿
1 - 琢浊 乙

1

0
(1 - s)a( s) f(u( s))ds

逸 啄*M* 姿2

1 - 琢浊乙
1

0
(1 - s)a( s)ds

= 啄*M*祝2 逸 啄* = 椰u椰,
因此,对任意 u 沂 K 疑 鄣赘啄*, 有

椰Tu椰 逸 椰u椰. (16)
所以结合式(14),式(16)以及引理 3,可以证得 T

85
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在 K 疑 (赘啄* \赘啄*) 上有一个不动点 u ,使得

啄* 臆 椰u椰 臆 啄* .

其次假设(H2)成立,由 f0 = lim
u寅0 +

f(u)
u = ¥,

对任意 M* 沂 [祝 -1
2 ,¥),存在 r* > 0 使得对任意

u 沂 [0,r*], 有

f(u) 逸 M*u. (17)
设 赘r* = u 沂 E:椰u椰 < r{ }

* . 对任意 u 沂
K 疑 鄣赘r*, 有

min
t沂[0,1]

u( t) 逸 姿椰u( t)椰 = 姿r* .

于是对任意 u 沂 K 疑 鄣赘r*, 由式(11),式(17)可
得

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s)a( s) f(u( s))ds

逸 姿
1 - 琢浊 乙

1

0
(1 - s)a( s) f(u( s))ds

逸 r*M*
姿2

1 - 琢浊 乙
1

0
(1 - s)a( s)ds

= r*M*祝2 逸 r* = 椰u椰,
因此,对任意 u 沂 K 疑 鄣赘r*, 有

椰Tu椰 逸 椰u椰. (18)

另一方面由于 f¥ = lim
u寅¥

f(u)
u = 0,于是对任意

着1 沂 (0,祝 -1
1 ],存在 r* > r* 使得对每一个 u 沂

[ r*,¥), 有

f(u) 臆 着1u. (19)
令 赘r* = u 沂 E:椰u椰 < r{ }* . 于是对任意

u 沂 K 疑 鄣赘r*, 我们有

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s)a( s) f(u( s))ds

臆 着1 r*
1

1 - 琢浊 乙
1

0
(1 - s)a( s)ds

= 着1 r*祝1 臆 r* = 椰u椰,
因此,对任意 u 沂 K 疑 鄣赘r*, 有

椰Tu椰 臆 椰u椰. (20)
所以结合式(18),式(20)以及引理 3,可以证得 T
在 K 疑 (赘r* \赘r*) 上有一个不动点 u, 使得

r* 臆 椰u椰 臆 r* . 证毕.
用类似于定理 4 的证明方法,我们可以得到

下面两个定理.
定理 5 摇 若下面的两个条件成立,那么问题

(1) - (2)至少有两个正解 u1,u2 存在且满足 0 <
椰u1椰 < 啄1 < 椰u2椰.

(H3): f0 = f¥ = ¥,
(H4): 存在一个常数 啄1 > 0,使得对任意的

u 沂 [0,啄1],有 f(u) 臆 祝 -1
1 啄1 .

定理 6摇 若下面两个条件成立,那么问题(1)
- (2)至少有两个正解 u1,u2 存在且满足 0 <
椰u1椰 < 啄2 < 椰u2椰.

(H5): f0 = f¥ = 0,
(H6): 存在一个常数 啄2 > 0,使得对任意的

u 沂 [姿啄2,啄2],有 f(u) 逸 祝 -1
2 啄2 .

2郾 2摇 在 f0,f¥ 埸 {0,¥} 的情形下边值问题(1) -
(2)正解的存在性.
定理 7摇 假设存在两个正常数 d1 < d2,若下

面的条件成立,那么问题(1) - (2) 至少有一个正

解 u 存在且满足 d1 < 椰u椰 < d2 .
(H7): f(u) 臆 祝 -1

1 d1,u 沂 [0,d1],
(H8): f(u) 逸 祝 -1

2 d2,u 沂 [姿d2,d2] .
证明摇 首先设 赘d1 = u 沂 E:椰u椰 < d{ }

1 .
于是对任意 u 沂 K 疑 鄣赘d1, 由(H7)有

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s)a( s) f(u( s))ds

臆 祝 -1
1 d1

1
1 - 琢浊 乙

1

0
(1 - s)a( s)ds

= d1 = 椰u椰,
因此,对任意 u 沂 K 疑 鄣赘d1, 有

椰Tu椰 臆 椰u椰. (21)
其次设 赘d2 = u 沂 E:椰u椰 < d{ }

2 . 则当

u 沂 K 及 椰u椰 = d2 时有

min
t沂[0,1]

u( t) 逸 姿椰u( t)椰 = 姿d2 .

于是由(H8)有

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s)a( s) f(u( s))ds

逸 姿
1 - 琢浊 乙

1

0
(1 - s)a( s) f(u( s))ds

逸 祝 -1
2 d2

姿2

1 - 琢浊 乙
1

0
(1 - s)a( s)ds

= d2 = 椰u椰,
因此,对任意 u 沂 K 疑 鄣赘d2, 有

椰Tu椰 逸 椰u椰. (22)
所以结合式(21), 式(22)以及引理 3,可以

证得 T 在 K 疑 (赘d2 \赘d1) 上有一个不动点 u 使得

d1 < 椰u椰 < d2 . 证毕.
定理 8摇 若(H7)和下面的条件成立,那么问

题(1) - (2)至少有两个正解 u1,u2 存在且满足

0 臆 椰u1椰 < d1 < 椰u2椰.
(H9):当 滋1,自1 沂 姿祝( )

2
-1, +( )¥ 时有 f0 =

滋1,f¥ = 自1 .
证 明 摇 由 ( H9 ) 知 f0 = 滋1,滋1 沂
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姿祝( )
2

-1, +( )¥ .于是对任给 着 = 滋1 - 姿祝( )
2

-1 逸

0,存在一个充分小的 d*
2 沂[0,d1],对任给 u 沂 [0,

d*
2 ] 使得f(u)

u 逸 滋1 - 着 = 姿祝( )
2

-1 都成立.因此,当

u 沂[姿d*
2 ,d*

2 ] 时,有 f(u) 逸 (姿祝2) -1u逸祝-1
2 d*

2 .
设 赘d*2 = u 沂 E:椰u椰 < d*{ }

2 . 对任意 u沂
K 疑 鄣赘d*2 , 有

min
t沂[0,1]

u( t) 逸 姿椰u( t)椰 = 姿d*
2 .

于是有

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s)a( s) f(u( s))ds

逸 姿
1 - 琢浊 乙

1

0
(1 - s)a( s) f(u( s))ds

逸 祝 -1
2 d*

2
姿2

1 - 琢浊 乙
1

0
(1 - s)a( s)ds

= d*
2 = 椰u椰,

因此,对任意 u 沂 K 疑 鄣赘d*2 , 有

椰Tu椰 逸 椰u椰. (23)
另一方面,由 f¥ = 自1,自1 沂[(姿祝2) -1,¥),于

是对任给 着1 = 自1 - (姿祝2) -1 逸0,存在一个充分

大的 d2(d2 > d1),对任意 u > 姿d2,使得f(u)
u 逸

自1 - 着1 = (姿祝2) -1 成立. 因此, 对任意的 u 沂
[姿d2,d2],有 f(u) 逸 (姿祝2) -1u 逸 祝 -1

2 d2 .
设 赘d2 = u 沂 E:椰u椰 < d{ }

2 . 对任意 u 沂
K 疑 鄣赘d2, 有

min
t沂[0,1]

u( t) 逸 姿椰u( t)椰 = 姿d2 .

于是有

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s)a( s) f(u( s))ds

逸 姿
1 - 琢浊 乙

1

0
(1 - s)a( s) f(u( s))ds

逸 祝 -1
2 d2

姿2

1 - 琢浊 乙
1

0
(1 - s)a( s)ds

= d2 = 椰u椰,
因此,对任意 u 沂 K 疑 鄣赘d2, 有

椰Tu椰 逸 椰u椰. (24)
最后,令 赘d1 = u 沂 E:椰u椰 < d{ }

1 . 对任

意 u 沂 K 疑 鄣赘d1, 由(H7)可以得到

Tu( t) = 乙1
0
G( t,s)a( s) f(u( s))ds

臆 祝 -1
1 d1

1
1 - 琢浊 乙

1

0
(1 - s)a( s)ds

= d1 = 椰u椰,
因此,对任意 u 沂 K 疑 鄣赘d1, 有

椰Tu椰 臆 椰u椰. (25)
所以结合式(23), 式(24)以及式(25)可以

证得 T 在 K 疑 (赘d1 \赘d*2 ) 上有一个不动点 u1,在
K 疑 (赘d2 \赘d1) 上有另一不动点 u2,即边值问题

(1) - (2) 有两个正解 u1,u2 且它们满足不等式

0 臆 d*
2 臆 椰u1椰 < d1 < 椰u2椰 < d2 . 证毕.

应用定理 8 的方法我们可以证明下面定理 9
成立.

定理 9摇 若(H8)和下面的条件成立,那么问

题(1) - (2)至少有两个正解 u1,u2 存在且满足

0 臆 椰u1椰 < d2 < 椰u2椰.
(H10):当 滋2,自2 沂 [0,祝 -1

1 ) 时有 f0 = 滋2,
f¥ = 自2 .
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图 5摇 十字型和 T 型 MIM 波导滤波器透射极小值时

对应的场强 |Hy |的空间分布比较

Fig. 5摇 The spacial distributions of the field |Hy |

at the minima of transmission of the cross鄄shaped
MIM waveguide filter compared with

the two T鄄shaped ones

3摇 结摇 论

亚波长十字型 MIM 等离子波导结构具有良好

的滤波性质,其透射极小值与十字型切口的长度密

切相关. 十字型切口被长直 MIM 等离子波导分为

上下两段,每一段均可独立看成是一个驻波谐振

腔. 当切口各段长度独立满足驻波谐振条件时,该
十字型 MIM 波导结构均会产生透射极小值.
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