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三角代数的 Jordan 同构
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摘摇 要:利用对幂等元的作用确定了非交换环上三角代数的 Jordan 同构的结构;由此

结构判断该 Jordan 同构或者是同构,或者是反同构.
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Jordan Isomorphism on Triangular Algebras
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(1. Dept of math,Huaihua College,Huaihua,Hunan 418008,China;2. Xinhua No. 2
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Abstract:Using the role of idempotent element we obtain the structure of Jordan isomor鄄
phism of triangular algebras,by which we judge the Jordan isomorphism is an isomorphism
or an anti isomorphism.
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摇 摇 设 A,B 是特征不为 2 的有单位元的环,M 是

( A, B ) - 双 模. 三 角 代 数 为 驻 =
a mæ

è
ç

ö

ø
÷

b
a沂A,b沂B,m沂{ }M . 上三角矩阵代数,

分块上三角矩阵代数以及套代数都是三角代数,
很多人得到了它们的大量研究结果可部分参见文

献[1鄄3]. 设 装 是代数,双射 渍:装 寅 装 称为 装 上

的 Jordan 同构,如果 坌X,Y 沂 装 有 渍(XY + YX)
= 渍(X)渍(Y) + 渍(Y)渍(X) . 文献[4]研究了半

单 Banach 代数上的 Jordan 同构. 文献[5]得到了

实空间或者有限维复空间上套代数的 Jordan 同构

的结构形式. 文献[6]得到了交换环上上三角矩

阵环的 Jordan 同构或者是同构,或者是反同构. 文
献[7]也得到了交换环上的三角矩阵代数的 Jor鄄
dan 同构或者是同构,或者是反同构. 本文将文献

[7]的研究推广到非交换环上,利用对幂等元的

作用确定了三角代数的 Jordan 同构的结构,发现

在非交换环上也有类似的结果,即根据所得结构

可判断该 Jordan 同构或者是同构,或者是反同构,
并给出了同构或者反同构的具体条件.

本文记 e = 1 0æ
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, f = 0 0æ

è
ç

ö

ø
÷

1
, I = e + f ,
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并引入形式记法
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b
= (a,m,b) 及线性映射

渍1 = e渍e , 渍2 = f渍f , 渍3 = e渍f ,则三角代数 驻 上

的 Jordan 同 构 渍 可 表 示 为 渍 a mæ

è
ç

ö

ø
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b
=

渍1(a,m,b) 渍3(a,m,b)
渍2(a,m,b

æ
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)
. 如线性映射 k:M 寅

M 满 足 k(am忆 + mb忆 + a忆m + m忆b) =
渍忆(a)k(m忆) +k(m)渍义(b忆) + 渍忆(a忆)k(m) +
k(m忆)渍义(b) ,其中 a,a忆沂A,b,b忆沂B,m,m忆沂M
, 渍忆,渍义 分别为 A,B 的 Jordan 同构,则称 k 为 Jor鄄
dan 双模同构. 对应的称 k忆:M 寅 M 为 Jordan 双模

反同构,如果 k忆(am忆 + mb忆 + a忆m + m忆b) =
k忆(m忆)渍义(a) + 渍忆(b忆)k忆(m) + k忆(m)渍义(a忆) +
渍忆(b)k忆(m忆) . 假设 A,B 只有平凡幂等元,则由幂

等元定义可得引理 1.
引理 1 摇 三 角 代 数 驻 只 有 幂 等 元 0,I,
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,其中 m 沂 M .

引理 2摇 设 渍 为 驻 上的 Jordan 同构,则对幂

等元 I,e,f ,只有下列两种情况:

Case 1 渍( I) = I,渍(e) = 1 mæ
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;

Case 2 渍( I) = I,渍(e) = 0 mæ
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渍( f) = 1 mæ
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证明:一方面 渍( II + II) = 2渍( I) ,另一方面

Jordan 同构 渍( II + II) = 2渍2( I) ,所以 渍( I) =

渍2( I) 为 幂 等 元. 如 果 渍( I) =
1A mæ
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, 则

渍(e),渍( f) 为 I,
0 m
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,一方面 渍(ef + fe) =

渍(0) = 0 ,另一方面 渍(ef + fe) = 渍(e)渍( f) +

渍( f)渍(e) 屹 0 ,矛盾. 类似地 渍( I) =
0 m
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也

导致矛盾,由引理 1 得 渍( I) = I . 故只有上述两

种情况.
定理 3摇 三角代数 驻 上的 Jordan 同构 渍 结构

如下:

(印)Case 1 成立,则 渍(e) =
1 m0æ
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其

中渍1,渍2 分别为A,B上的 Jordan 同构, k为 Jordan 双模

同构;

(英) Case 2 成立, 则 渍(e) =
0 m0 忆æ
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中 渍1 忆,渍2 忆分别为 A寅 B,B寅 A的 Jordan 同构, k忆
为 Jordan 双模反同构.

证明:下面只证明 Case 1 成立的(印),(英)
类似可得.

对任意 X = (a,m,b) 沂装 ,取 X忆 = (a忆,m忆,
b忆) 沂 装 ,Jordan 同构 渍 有

渍(XX忆) = 渍(X)渍(X忆) + 渍(X忆)渍(X) (1)
摇 摇 等式(1)中令 X忆 = e可得 渍2(2a,m,0) = 0 ,
即 渍2(a,m,b) 与 a,m 无关,以后简记 渍2(a,m,
b) = 渍2(b) .

等式(1)中令 X忆 = f 类似可得 渍1(a,m,b) 与

m,b 无关,以后简记 渍1(a,m,b) = 渍1(a) .
等式(1)中令 X忆 = e 还可得存在 m0 沂 M

使得

渍3(2a,m,0) = 渍1(a)m0 + 渍3(a,m,b) +
m0渍2(b) (2)

等式(1)中令 X忆 = f 类似可得存在 m0 沂 M
使得

渍3(0,m,2b) = 渍1(a) m0 + 渍3(a,m,b) +
m0渍2(b) (3)

又 渍3 = e渍f ,所以存在线性映射 k1:A 寅 M,
k:M 寅 M,k2:B 寅 M 使得

渍3(a,m,b) = k1(a) + k(m) + k2(b) (4)
摇 摇 结 合 式 ( 2 ), 式 ( 4 ) 计 算 得 k1(2a) =
渍1(a)m0 + k1(a) ,即 k1(a) = 渍1(a)m0 .

结合式(3),式(4)计算得 k2(2b) = k2(b) +
m0渍2(b) ,即 k2(b) = m0渍2(b) .

式 ( 2 ) + 式 ( 3 ) 并 利 用 上 述 结 果 得

渍1(a)(m0 + m0) = (m0 + m0)渍2(b) ,由 a,b 的

任意性有
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m0 = - m0 .
所以有 渍3(a,m,b) = 渍1(a)m0 + k(m) -

m0渍2(b) . 因此得

渍 a mæ
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b
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渍1(a) 渍1(a)m0 + k(m) - m0渍2(b)
渍2(b
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(5)
摇 摇 将结果式(5)代入式(1)可得

渍1(aa忆 + a忆a) = 渍1(a)渍1(a忆) + 渍1(a忆)渍1(a) .
渍2(bb忆 + b忆b) = 渍2(b)渍2(b忆) + 渍2(b忆)渍2(b) .
k(am忆 + mb忆 + a忆m + m忆b) = 渍1(a)k(m忆) +

k(m)渍2(b忆) + 渍1(a忆)k(m) + k(m忆)渍2(b) .
即 渍1,渍2 分别是 A,B 上的 Jordan 同构, k 为

Jordan 双模同构. 定理 3 证毕.
当定理 3 中 (印) 成立时,直接验证可得

渍(XX忆) = 渍(X)渍(X忆) , 当 (英) 成立时可得

渍(XX忆) = 渍(X忆)渍(X) . 所以有下面的定理 4.
定理 4摇 驻 上 Jordan 同构 渍在 Case 1 时为同

构,否则(即 Case 2)为反同构.
上三角矩阵代数和套代数都是三角代数,并

且上述推导对交换环也是成立的,故由定理 3、定
理 4 有下面的推论.

推论 5[4] 摇 设 T 为只有平凡幂等元的 Banach
代数 B 上的套代数,则 T 的 Jordan 同构 渍 或者是

一个同构,或者是一个反同构.
推论 6[7] 摇 假设有单位元的交换环 R 只有平

凡幂等元,Ñ为 R 上的三角矩阵代数,则Ñ上的

Jordan 同构 渍 保持Ñ上幂等的对角元时,是一个

同构;否则 渍 是一个反同构.
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摇 摇 本文以提高轴承使用寿命作为优化目标,以
Matlab 为平台对轧辊滚动轴承的结构进行优化.
通过对比其优化前后结构发现,该方法优化效果

良好,优化后的轴承对现有轧辊装备几乎没有影

响,但能轴承工作过程中所受的摩擦力矩减小

21. 87% ,可有效延长轴承的使用寿命. 同时以

Matlab 为平台可以简化优化程序,减少工作人员

工作量,对其他优化问题也可考虑采用此法.
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