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带干扰保费混合收取的单险种风险模型

刘冬元,廖基定,蔡秋娥

(南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001)

摘摇 要:将双 Poisson 风险模型推广为带干扰保费混合收取的单险种风险模型,并利

用鞅的方法讨论了这种风险模型的破产问题.
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A One鄄type Insurancerisk Model of Premium Compound
Income with Interference

LIU Dong鄄yuan,LIAO Ji鄄ding,CAI Qiu鄄e
(School of Mathematics and Physics,University of South China,Hengyang,Hunan 421001,China)

Abstract:In this thesis,we present the risk double鄄poisson models,and get a one鄄type in鄄
surance risk model of premium compound income with interference. Then we will use mar鄄
tingale approach to discuss the ruin problem of this risk model.
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0摇 引摇 言

经典风险模型中,单位时间所收到的保单数

相同,然而在实际收取保费的过程中,不同单位时

间所收到的保单数往往不一样,是一个随机变量,
文献[1鄄4]将经典的复合 Poisson 风险模型推广为

带干扰的广义双 Poisson 风险模型,文献[5]考虑

了带干扰的变破产下限多险种风险模型. 考虑到

保险公司保费收取的实际情况,本文研究索赔的

发生过程为齐次 Poisson 过程,而保费收取由两部

分组成:即单位时间内为常速率的连续部分和随

机收取的离散部分组成的风险模型.

1摇 模型的建立

定义 1摇 给定概率空间(赘,F,P),定义模型

R(t) = u + ct + 移
M(t)

j =1
Yj - 移

N(t)

i =1
Xi + 滓W(at),

S( t) = ct + 移
M( t)

j = 1
Y j - 移

N( t)

i = 1
X i + 滓W(at),

(u,c,a,姿,滋,滓 为正常数 t 逸0);
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其中:u 是初始资金;c 是单位时间所收取的保费;
R( t)、S( t)分别为 t 时刻的盈余与盈利;{W( t),
t逸0}是标准的维纳过程,表示保险公司不确定的

收益和付款;{M( t),t逸0}是强度为 姿 的 Poisson
过程(M(0) = 0),每次收的保费是独立同分布的

非负随机变量序列记为{Y j,j = 1,2…},分布函数

为 F1 ( y), EY j = 琢,且二阶矩存在;理赔过程

{N( t),t逸0}是参数为 滋(滋 > 0)的 Poisson 过程

(N(0) = 0),理赔额是独立同分布的非负随机变

量序列记为{X i, i = 1,2…}分布函数为 F2 ( x),
EX i = 茁,且二阶矩存在;设{Y j,j = 1,2…},{X i,i =
1,2…},{M( t),t逸0},{N( t),t逸0},{W( t),t逸
0}是相互独立的.

为了 保 证 保 险 公 司 的 稳 定 经 营, 假 定

ES( t) >0,即 c + 琢姿 - 茁滋 > 0,由此定义安全负荷

兹 = c + 琢姿
茁滋 - 1 > 0,记 T 为保险公司首次破产的时

刻,即令T = inf{ t:R( t) < 0},如坌t逸0,R( t)逸0,
则令 T = ¥.

最终破产概率为:
鬃(u) = P{T < ¥| R(0) = u}

2摇 引摇 理

引理 2摇 盈利过程{S( t):t逸0}是一个右连

续随机过程,且具备以下性质:
(1)ES( t) = (c + 琢姿 - 茁滋) t > 0;
(2)是平稳独立增量过程.

证明摇 (1) ES( t) = E[ct + 移
M( t)

j = 1
Y j - 移

N( t)

i = 1
X i +

滓W(at)] = ct + E[移
M(t)

j =1
Yj] - E[移

N(t)

i =1
Xi] + E[滓W(at)]

= (c + 琢姿 - 茁滋)t > 0.
(2)根据 Y{ }j , X{ }i ,{M( t)},{N( t)}的连续

性,易知过程{S( t):t逸0}是右连续的随机过程.
对坌0臆t1 < t2 <… < tn <…,有

S(ti+1) - S(ti) = cti+1 + 移
M(ti+1)

j =1
Yj - 移

N(ti+1)

i =1
Xi +

滓W(ati+1) - cti -移
M(ti)

j =1
Yj +移

N(ti)

i =1
Xi -滓W(ati) = c(ti+1 -

ti) + 移
M(ti+1)

j =1
Yj -移

M(ti)

j =1
Y[ ]j - 移

N(ti+1)

i =1
Xi -移

N(ti)

i =1
X[ ]i +

滓[W(ati+1) - W(ati)] = c(ti+1 - ti) + 移
M(ti+1)

j =M(ti)
Y[ ]j -

移
N(ti+1)

i =N(ti)
X[ ]i + 滓[W(ati+1) - W(ati)]

因为 Y{ }j , X{ }i ,{M( t)},{N( t)},W(at)是
相互独立的,故:

t2 - t1,t3 - t2,…,ti +1 - ti,…, 移
M( ti+1)

j = M( ti)
Y j,

移
N( ti+1)

i = N( ti)
X i,W(at2) - W(at1),W(at3) - W(at2),…,

W(ati +1) - W(ati),… 相互独立的,因此{S( t):
t 逸0} 是独立增量.

又 S(t + s) - S(t) = c(t + s) + 移
M(t+s)

j =1
Yj -

移
N(t+s)

i =1
Xi +滓W[a(t + s)] - ct -移

M(t)

j =1
Yj +移

N(t)

i =1
Xi -滓W(at)

= cs + 移
M( t +s)

j = M( t)
Y j - 移

N( t +s)

i = N( t)
X i + 滓{W[a( t + s)] -

W(at)}

对一切 t 逸 0移
M(t+s)

j =M(t)
Yj, 移

N(t+s)

i = N(t)
Xi,W[a(t + s)] -

W(at) 分别具有相同的分布,{S(t):t逸0}是平稳增

量.
综上所述,过程是右连续的,且具有平稳独立

增量.
引理 3摇 对于盈利过程{S( t):t逸0},存在函

数 g( r),使得 E[e - rS( t)] = etg( r) .

证明摇 E[e-rS(t)] = E[exp(-rct -r移
M(t)

j =1
Yj +r移

N(t)

i =1
Xi -

r滓W(at))] = E[exp( - rct)] · E[exp(- r移
M(t)

j =1
Yj)] ·

E[exp(r移
N(t)

i =1
Xi)]·E[exp(- r滓W(at))] = exp(- crt) 伊

移
+¥

m=0
E[exp( - r移

m

j =1
Yj)] · P{M(t) = m} 伊

移
+¥

n=0
E[exp(r移

n

i =1
Xi)]·P{N(t) = n} 伊E[exp(-r滓W(at))]

= exp{- crt + 姿t[MY1(- r) - 1] + 滋t[MX1(r) -1] +
1
2 at滓2r2}

从而 g ( r) = - cr + 姿 [MY1 ( - r) - 1] +

滋[MX1(r) -1] + 1
2 a滓2r2

其中: MY1 ( - r ) = E ( e - rY1 ), MX1
( r ) =

E(erX1),得证.
引理 4摇 方程 g( r) = 0 存在唯一正解 R,称 R

为调节系数.
证明摇 g ( r) = - cr + 姿MY1( - r) - 1] +

滋[MX1
( r) - 1] + 1

2 a滓2 r2
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g忆(r) = -c -姿E[Y1e - rY1] +滋E[X1erX1] +a滓2r
g义( r) = 姿E[Y1

2e - rY1] + 滋E[X1
2erX1] + a滓2 > 0

故 g(r)是严格凸函数,又由 c + 琢姿 - 茁滋 >0 得

g忆(0) = - c -姿EY1 +滋EX1 = - c -琢姿 +茁滋 <0
又因为 g (0) = 0,由凸函数的性质知方程

g( r) = 0 存在唯一正解 R.
定义 5摇 对于盈利过程{S( t):t逸0},定义事

件流 kS以{kS
t :t逸0},其中 kS

t = 滓{S(v):v臆t}
引理 6 摇 {Mu ( t), kS

t ( t): t逸0} 是鞅,其中

Mu( t) = exp{ - r[u + S( t)]}
exp[ tg( r)] .

证明摇 对任意 v臆t,运用引理 4 得:

E[Mu(t) | kSv] = E exp{- r[u + S(t)]}
exp[tg(r)] k[ ]S

v

=E exp{-r[u +S(v)]}
exp[vg(r)] ·exp[-r(S(t) -S(v))]

exp[(t - v)g(r)] k[ ]S
v

= Mu(v)·E exp[ - r(S( t) - S(v))]
exp[( t - v)g( r)] k[ ]S

v

= Mu(v), 证毕.
引理 7摇 Tu 是 kS 停时[6] .

3摇 主要结果

定理 8摇 对于上述风险模型{R( t):t逸0},最
终破产概率满足不等式:

追(u) 臆 e -Ru

摇 摇 其中: R = sup
r > 0

{ r:g( r) 臆 0} .

证明摇 因为 Tu 是 kS 停时,选取 t0 < ¥,则t0夷
Tu也是 kS 停时. 根据引理 6 以及停时定理,有

e - ru = Mu ( )0 = E Mu t0夷T( )[ ]u

= E Mu t0夷T( )u Tu臆t( )[ ]0 P Tu臆t{ }0 +
E Mu t0夷T( )u Tu > t[ ]0 P Tu > t{ }0

逸E Mu t0夷T( )u Tu臆t[ ]0 P Tu臆t{ }0

= E Mu T( )u Tu臆t[ ]0 P Tu臆t{ }0

由于在{Tu < ¥}的条件下,u + S(Tu) < 0,
所以

P{Tu 臆 t }
0 臆 e -ru

E[Mu(Tu) | Tu 臆 t0]

臆 e -ru

E[exp[ - Tug( r)] | Tu 臆 t0]
臆 e -ru sup

0臆t臆t0
etg( r) (1)

在上式两端令 t0 寅+ ¥,得 追(u) 臆 e -ru sup
t逸0

etg( r),

取 R = sup
t > 0

{ r:g( r) 臆 0}, 即证结论.

根据引理 4,易知 R 即为调节系数.
定理 9摇 在上述风险模型{R( t):t逸0}下,设

R 为调节系数,则最终破产概率为:

追(u) = e-Ru
E[exp[ - R·R(r)] | Tu < ¥] (2)

摇 摇 证明摇 根据式(1),取 r = R,得
e -ru = E[e -R·R(Tu) | Tu 臆 t0]P{Tu 臆 t0} +

E[e -R·R(T0) | Tu > t0]P{Tu > t0} (3)
以 I(A)表示集合 A 的示性函数,则
0臆 E [ e - R·R(T0) | Tu > t0 ] P { Tu > t0 } =

E[e - R·R(T0) I{Tu > t0}]臆E[e - R·R(T0) I{R(t0) >0}]
由于 0臆e - R·R(T0) I{R( t0)逸0}臆1,且根据强

大数定理可证 R( t0)寅 + ¥,P - a·s. 因此由控制

收敛定理,有
lim
t0寅+¥

E[e-R·R(T0) | Tu > t0]P{Tu > t0} = 0,P - a·s.

于是在(3)式两端令 t0寅 + ¥,即证得结论.
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