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严格上三角矩阵李代数的李 triple 导子代数

王恒太1,刘志泽2,罗迪凡1

(1. 南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001;2. 湖南省张家界电业局,湖南 张家界 427000)

摘摇 要:研究严格上三角矩阵李代数 N 的李 triple 导子代数 TDerN 的结构,证明了它

是一个可解李代数,并且给出了其导子代数 DerN 和李 triple 导子代数之间的维数差,
从而证明了其导子代数是李 triple 导子代数的真子代数.
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On Triple Derivation Algebra of a Class of Lie Algebras
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Abstract:In this paper we investigate the structure of TDerN and prove that it is a solvable
Lie algebra,where N is the Lie algebra of strictly upper triangular n 伊 n matrices over com鄄
plex number field. The codimension of the derivation algebra DerN in TDerN is also deter鄄
mined. And then we obtain that DerN is the proper subalgebra of TDerN.
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摇 摇 导子和自同构问题是代数的线性保持问题中

的重要研究内容,并且它们反映了代数最本质的

结构信息. 文献[1]研究了交换环上矩阵代数的

自同构,文献[2]研究了三角代数的 Jordan 自同

构. 另外在矩阵李代数上的结果见文献[3鄄5].
令 R 是含有单位元 1 的交换环, L 是 R 上的

李代数, L 上的线性映射 准 称为一个李 triple 导

子,如果 准([a,[b,c]]) = [准(a),[b,c]] + [a,
[准(b),c]] + [a,[b,准(c)]] 对任意的 a,b,c 沂
L 都成立. 显然李代数的任意一个李导子都是李

triple 导子. 文献[6]给出了严格上三角矩阵李代

数上的李 triple 导子的分解,并且证明了这种分解

是惟一的,本文将继续文献[6]的工作,研究它的

李 triple 导子代数的结构,并且探讨其李导子代数

在李 triple 导子代数中的余维数.

1摇 TDerN 的结构

在文献[6]中定义了 4 类李 triple 导子,它们

分别是内导子,对角导子,中心 triple 导子,极值

triple 导子. 给出下面的符号:
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摇 摇 I = {adx | x沂N} , T = {浊y | y沂D} ,其中

D 是对角矩阵.
对于 ci = (ci1,ci2,ci3) 和 c忆i = (c忆i1,c忆i2,

c忆i3),定义线性映射 准 如下:
滋(c,c忆)(E i,i +1) = ci1E1,n-1 + ci2E1,n + ci3E2,n

(3 臆 i 臆 n - 3)
滋(c,c忆)(E j,j +2) = c忆j1E1,n-1 + c忆j2E1,n + c忆j3E2,n

(1 臆 j 臆 n - 2)
滋(c,c忆)(Epq) = 0摇

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

其它

摇 摇 记 C 为 滋(c,c忆) 生成的代数,不难发现它是

TDerL 的一个交换子代数. 记 C忆 为 滋(c,c忆) 生成的

子代数,其中 ci2 = 0(3 臆 i 臆 n - 3) , c忆j2 =
0(1 臆i 臆 n - 2) . 那么 C = (C 疑 DerN) 茌 C忆 .

对于 n逸6 , gi,hi( i = 1,2,3) 定义两个线性

映射:
籽2(E12) = g1E2,n

籽2(E23) = g2E1,n-1 + g3E1,n

籽2(Epq) = 0摇 其它

ì

î

í

ïï

ïï ,
籽n-1(En-1,n) = h1E1,n-1

籽n-1(En-2,n-1) = h2E1,n + h3E2,n

籽n-1(Epq) = 0摇

ì

î

í

ïï

ïï
其它

.

摇 摇 由 籽2 和 籽n-1 生成的代数 P = P(g,h) 也是

TDerN 的一个交换子代数. 现在对于 g = (0,g2,
0) 和 h = (0,0,h3) 定义 P忆 = P(g,h) . 类似地对

于 g = (g1,0,0),h = (h1,0,0) 定义 P1 = P(g,
h) . 对于 g = (0,0,g3),h = (0,h2,0) 定义 C1 =
P(g,h) . 那么有下面的分解 P = (P 疑 DerN) 茌
P忆 .

定理 1摇 对于 n逸6 ,有 TDerN = DerN茌C忆茌
P忆 .

证明:根据文献[6],当 n逸6 , N 的任何一个

李 triple 导子 准 都有如下惟一分解:
准 = adx + 浊y + 滋(c,c忆) + 籽2 + 籽n-1 ,于是有相应

的代数的分解

TDerN = I 茌T茌C茌P
= I 茌T茌(C疑DerN) 茌C忆茌C1 茌P1 茌P忆
= DerN茌C忆茌P忆

摇 摇 根据可解李代数的定义有如下结论:
引理 2摇 假设 L 是复数域上有限维李代数,

且 L = B 茌 I , B 和 I 分别是可解李子代数和理

想,那么 L 也是可解的.
引理 3摇 当 n逸6 时, C茌 P 是一个交换李代

数,从而是可解的.
引理 4摇 当 n 逸6 时, DerN 是可解的.

证明:可以证明 F = T茌(C疑DerN) 茌(P疑
DerN) 是可解的.事实上, T和 (C疑DerN) 茌(P疑
DerN) 分别是 F 的可解子代数和可解理想. 另一方

面, I 是 DerN 的可解理想,从而 DerN 是可解的.
引理 5摇 当 n 逸6 时, C 茌 P忆 茌 C1 是 TDerN

的可解理想.
定理 6摇 对于 n 逸6 , TDerN 是可解李代数.
证明:当 n 逸 6 时, TDerN 有下面的分解

TDerN = ( I 茌 T 茌 P1) 茌 (C 茌 C1 茌 P忆) ,第一

个括号是 DerN 的可解子代数,第二个括号是

TDerN 的可解理想,由引理 2 知, TDerN 是可解李

代数. 当 2 臆 n 臆5 时,可以通过直接计算得到.

2摇 DerN 在 TDerN 中的余维数

本节将讨论 DerN在 TDerN中的余维数,从而

更加明显地揭示 DerN 奂 TDerN 这一事实.
定理 7摇 令 淄 是 DerN 在 TDerN 中的余维数,

那么

淄 =

0, n = 2,3;
8, n = 4;
12, n = 5;
5n - 14, n 逸6

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

.
摇 摇 证明:当 n = 2,3 时,结论是显然的. 当 n = 4,5
时,通过文献[6]中的方法分解任意一个李 triple 导

子也可以确定它们之间的维数差(证明过程略). 当
n逸6 时,由定理 1 知 TDerN = DerN茌C忆茌P忆,在这里

C忆中的元素有如下形式:
滋(c,c忆)(Ei,i+1) = ci1E1,n-1 + ci3E2,n摇 (3 臆 i 臆 n - 3)
滋(c,c忆)(E j,j +2) = c忆j1E1,n-1 + c忆j2E1,n + c忆j3E2,n

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (1 臆 j 臆 n - 2)
滋(c,c忆)(Epq) = 0摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

其它

因此到余维数 淄 = 2(n - 5) + 3(n - 2) + 2 =
5n - 14. 最后一个 2 是极值导子代数在极值 triple
导子代数中的余维数.
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姿4M忆Y(2)(r)(1 - 籽4)
[1 - 籽4MY(2)(r)]2 + r滓2

摇 摇 又由假设 1

g忆(0) =
- 姿1

1 - 籽1
E[X(1)] +

- 姿3

1 - 籽3
E[X(2)] +

姿2

1 - 籽2
E[Y(1)] +

姿4

1 - 籽4
E[Y(2)] < 0,g忆( + 肄 ) > 0 且

g义(r) =
姿1M义X(1)( - r)(1 - 籽1)[1 - 籽1MX(1)( - r)]2 + 2姿1籽1(1 - 籽1)[M忆X(1)( - r)]2[1 - 籽1MX(1)( - r)]

[1 - 籽1MX(1)( - r)]4 +

姿3M义X(2)( - r)(1 - 籽3)[1 - 籽3MX(2)( - r)] 2 + 2姿3籽3(1 - 籽3)[M忆X(2)( - r)] 2[1 - 籽3MX(2)( - r)]
[1 - 籽3MX(2)( - r)] 4 +

姿2M义Y(1)( r)(1 - 籽2)[1 - 籽2MY(1)( r)] 2 + 2姿2籽2(1 - 籽2)[M忆Y(1)( r)] 2[1 - 籽2MY(1)( r)]
[1 - 籽2MY(1)( r)] 4 +

姿4M义Y(2)( r)(1 - 籽4)[1 - 籽4MY(2)( r)] 2 + 2姿4籽4(1 - 籽4)[M忆Y(2)( r)] 2[1 - 籽4MY(2)( r)]
[1 - 籽4MY(2)( r)] 4 + 滓2 > 0

( r > 0)
所以 g忆 ( r) 在 (0, + 肄 ) 上是增函数, 又

g忆(0) < 0,g忆( + 肄 ) > 0 故 g( r)先减后增 g(0) =
0,g( + 肄 ) > 0,所以 g( r) = 0 在 r > 0 内的有惟一

解,即模型(2)存在惟一的调节系数 R.
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