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摘摇 要:利用山路引理,获得了一类椭圆方程组非平凡解的存在性,推广了一些已有结果.
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Existence of Nontrivial Solutions of a Class of Elliptic Equations
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Abstract:We obtained existence of nontrivial solutions of a class of elliptic equations by
applying mountain pass theorem,and extended some existing results.
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0摇 引摇 言

椭圆方程以及椭圆方程组的解的存在性问题,
一直是许多数学工作者所关注的热点[1鄄6] . 本文讨

论一类椭圆方程组

- div(a1(x,Ñu) = f(x,u,v) in 赘

- div(a2(x,Ñv)) = g(x,u,v) in 赘

u = v = 0摇 on 鄣

ì

î

í

ïï

ïï
赘

(1)

这里 赘奂RN(N逸1)有界区域.
非平凡解的存在性,推广了文献[1,5]中的

一些已有结果.

1摇 主要结果

先给出一些假设:
(H1)设 Ai:赘 伊 RN寅R,Ai = Ai(x,孜),i = 1,2

是两个连续的泛函,并且对变量 孜 都有连续的偏

导数. ai = DAi 为 Ai 的导算子,满足下面的条件

(i)Ai(x,0) = 0,i = 1,2摇 坌x沂赘;
(ii ) ai 满足增长性条件 | a1 | 臆 c1 ( 1 +

| 孜 | p - 1), | a2 |臆c2(1 + | 孜 | q - 1),坌x沂赘,孜沂RN,其
中 c1,c2 为两个正常数.

(iii)A1 是 p一致凸的 ,A2 是 q一致凸的 ,即
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存在正常数 k1,k2 > 0,使得

A1(x,
孜 + 浊
2 )臆 1

2 A1 ( x,孜) + 1
2 A1 ( x,浊) -

k1 | 孜 - 浊 | p,坌x沂赘,孜,浊沂RN,

A2(x,
孜 + 浊
2 )臆 1

2 A2 ( x,孜) + 1
2 A2 ( x,浊) -

k2 | 孜 - 浊 | q,坌x沂赘,孜,浊沂RN .
(iv) A1 是 p 超齐次的,A2 是 q 超齐次的,即
0 臆 a1(x,孜) 臆 pA1(x,孜),0 臆 a2(x,孜) 臆

qA2(x,孜),坌x 沂 赘,孜 沂 RN .
(v) Ai 满足椭圆性条件,即
A1(x,孜) 逸 撰1 | 孜 | p,A2(x,孜) 逸 撰2 | 孜 | q,

坌x 沂 赘,孜 沂 RN .
其中 撰i,i = 1,2 为两个正常数.
(H2)函数 f,g 沂 C(赘 伊 R 伊 R,R) 满足下列

条件

(f1) 函数 f,g 满足次临界增长性条件,即
| f(x,s,t) | 臆 k1(1 +| s | p1-1 +| t | p2-1),
| g(x,s,t) | 臆 k2(1 +| s | q1-1 +| t | q2-1),
这里, k1,k2 是正常数,p臆 pi < p*,q臆 qi <

q*,i = 1,2. 这里 p* 为 p的临界指数,p* 为 p 的临

界指数.
( f2) 存在 兹 > max{p,q},T > 0,使得对所有

的( s,t) 沂 R 伊 R,满足 | s | +| t | > T ,有
0 < 兹G(x,s,t) 臆 sf(x,s,t) + tg(x,s,t)

坌x 沂 赘 ,

这里 鄣G(x,s,t)
鄣s = f(x,s,t),

鄣G(x,s,t)
鄣t = g(x,s,t) .

(f3) 存在 T0 > 0,p < 滓 < p*,q < 籽 < q*,
且存在 c > 0, 使得对任意的 x 沂 赘 以及满足

| s | + | t | 臆 T0 的( s,t) ,有
G(x,s,t) 臆 c( | s | 滓 +| t | 籽),
满足这些条件的例子有:

1)当 A(x,s) = 1
p | s | p,则 a(x,s) = | s | p-2 s,

就得到常见的 p - Laplace 算子方程组.

2)当 A(x,s) = 1
p [(1 +| s | 2) p / 2 - 1] ,就得

到常见的曲率算子方程.
注 1摇 由条件(ii),知泛函 A 足增长性条件

| A1(x,孜) | 臆 c忆1(1 +| 孜 | p),摇
| A2(x,孜) | 臆c忆2(1 +| 孜 | q) 摇 坌x 沂 赘,孜 沂 RN,

事 实 上, A1(x,孜) = 乙1
0

d
dtA1(x,t孜)dt =

乙1
0
a1(x,t孜)·孜dt .

由条 件 ( ii ), 知 A1(x,孜) 臆 c1 乙1
0
(1 +

| 孜 | p-1 tp-1) | 孜 | dt 臆 c1(1 +| 孜 | p),
同理可得摇 | A2(x,孜) | 臆 c忆2(1 +| 孜 | q) .
定理 1摇 假设 a(x,孜),f,g 满足条件(H1) -

(H2),则问题(1)至少存在一个非平凡解.

2摇 主要结果的证明

先定义一个泛函

J(u,v) = 乙赘A1(x,Ñu)dx + 乙赘A2(x,Ñv)dx -

乙赘G(x,u,v)dx,坌(u,v) 沂W1,p
0 (赘) 伊 W1,q

0 (赘) . 易

知 J 沂 C1,且它的非零临界点就是问题(1) 的非

平凡解. 它的导数形式为

掖J忆(u,v), (准,渍)业 = 乙赘a1(x, Ñu) Ñ准dx +

乙赘a2(x, Ñ v) Ñ vdx - 乙赘( f(x,u,v)准 + g(x,u,

v)渍)dx. 其 中 任 意 (准,渍) 沂 W1,p
0 (赘) 伊

W1,q
0 (赘)(以后简记为 Xp 伊 Xq) . 利用文献[6] 的

知识,不难得到:
引理 2摇 若泛函 A:X 寅 R 是局部一致凸的并

且是局部有界的,A 沂 C1,则 A 的导算子 a = DA:
X 寅 X* 满足(S +) 条件.

证明:
第一步 摇 泛函 J 满足(PS) 条件. 设(un,vn)

沂 Xp 伊 Xq 为(PS) 序列,J(un,vn) 寅 c,J忆(un,vn)
寅0其中 c为一正常数. 首先证明此序列在Xp 伊 Xq

中是有界的

J(un,vn) - 1
兹 掖J忆(un,vn), (un,vn)业 =

乙赘[A1(x,Ñun) - 1
兹 a1(x,Ñun) Ñun]dx + 乙赘[A2(x,

Ñvn) - 1
兹 a2(x, Ñvn) Ñvn]dx + 乙赘{ 1

兹 [ f(x,un,

vn)un + g(x,un,vn)vn] - G(x,un,vn)}dx. 由条件

(iv),可以得到

J(un,vn) - 1
兹 掖J忆(un,vn),(un,vn)业 逸 (1 -

p
兹 )乙赘[A1(x,Ñun) + A2(x,Ñvn)]dx + 乙赘{ 1

兹 [ f(x,

un,vn)un + g(x,un,vn)vn] - G(x,un,vn)}dx.
从而有

(1 - p
兹 )乙赘[A1(x,Ñun) + A2(x,Ñvn)]dx 臆

46
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J(un,vn) - 1
兹 掖J忆(un,vn),(un,vn)业 - 乙赘忆

{ 1
兹 [f(x,un,vn)un +

g(x,un,vn)vn] - G(x,un,vn)}dx + M | 赘 | .
其中 赘忆 = {x 沂 赘: | un | + | vn | > T},M =

sup
x沂赘,| s| +| t| 臆T

{ 1
兹 [ f(x,s,t) s + g(x,s,t) t] - G(x,s,

t)} . 由条件 (f2) ,可得到

(1 - p
兹 )乙赘[A1(x,Ñun) + A2(x,Ñvn)]dx 臆

J(un,vn) - 1
兹 掖J忆(un,vn),(un,vn)业 + M | 赘 |

再由条件(v),得

C1乙赘 | Ñun | pdx + C2乙赘 | Ñvn | qdx臆 J(un,vn) -

1
兹 椰J忆(un,vn)椰·椰(un,vn)椰 + M | 赘 | .

这里常数 C i = (1 - p
兹 )撰i > 0,i = 1,2,很明

显(un,vn) 是有界的.
由空间 Xp 伊 Xq 的自反性知,序列(un,vn) 存

在某个子列(不妨仍记为(un,vn) ),使得

(un,vn) 寅
w

(u,v) 摇 (u,v) 沂 Xp 伊 Xq .
由引理 2,再定义一个泛函:

J0(u,v) = 乙赘[A1(x, Ñu) + A2(x, Ñv)]dx,

(u,v) 沂 Xp 伊 Xq .
则泛函 J0 满足 (S+) 条件,所以只需证明

lim
n寅¥

sup乙赘a1(x,Ñun)(Ñun - Ñu)dx 臆0,

lim
n寅¥

sup乙赘a2(x,Ñvn)(Ñvn - Ñv)dx 臆0.

另一方面,

乙赘a1(x,Ñun)(Ñun - Ñu)dx + 乙赘a2(x,Ñvn) 伊

(Ñvn - Ñv)dx = 掖J忆(un,vn),(un,vn) - (u,v)业 +

乙赘 f(x,un,vn)(un - u)dx + 乙赘g(x,un,vn)(vn - u)dx.

根据 W1,p
0 (赘) 奂 L p̂(赘),可知(un,vn) 寅 (u,

v) 在空间 L p̂(赘) 伊 L q̂(赘) 中,由(f1) 以及 Ho咬 lder
不等式,易得

乙赘 f(x,un,vn)(un - u)dx 寅0,

乙赘g(x,un,vn)(vn - v)dx 寅0.

这样,就有 lim
n寅¥

(乙赘a1(x,Ñun)(Ñun - Ñu)dx +

乙赘a2(x,Ñvn)(Ñvn - Ñv)dx) = 0.

lim
n寅¥

sup乙赘a1(x,Ñun)(Ñun - Ñu)dx 臆0,

lim
n寅¥

sup乙赘a2(x,Ñvn)(Ñvn - Ñv)dx 臆0.

由 (S +) 条件即得,(un,vn) 寅 (u,v) 在空间

Xp 伊 Xq 中.
第二步摇 存在常数 r > 0,使得对所有的 x 沂

赘,有inf椰u椰1,p+椰v椰1,q = rJ(u,v) = b > 0.
对所有的 x 沂 赘,可以选取(u,v) 沂 Xp 伊 Xq,

使得 | u | +| v | 臆 T0, 易知

J(u,v) = 乙赘A1(x,Ñu)dx + 乙赘A2(x,Ñv)dx -

乙赘G(x,u,v)dx 逸 撰1 乙赘 | Ñu |
p
dx + 撰2 乙赘 | Ñv |

q

dx -c忆(椰u椰滓
1,p + 椰v椰籽

1,q) 逸 撰(椰u椰p
1,p +

椰u椰q
1,q) - c忆(椰u椰滓

1,p + 椰v椰籽
1,q) = 渍( r) .

其 中 撰 = min{撰1,撰2},r = 椰u椰1,p +
椰v椰1,q,易知,当 r 充分小时,存在常数 b > 0,使
得 渍( r) = b > 0 .

第三步存在元素 (e1, e2) 沂 Xp 伊 Xq \Br(0,
0),使得 J(e1,e2) < 0,

对几乎所有的 x 沂 赘, 选取 (u0, v0) 沂
Xp 伊Xq, 使得下面的区域

赘0 = {x 沂 赘: | u0 | + | v0 | > T} 屹 堙.
根据 A1 是 p 超齐次性、A2 是 q 超齐次性以及

G(x,u,v) 是 兹 超其次性,可得

J( tu0,tv0) = 乙赘A1(x,t Ñu0)dx + 乙赘A2(x,t Ñ

v0)dx - 乙赘G(x,tu0,tv0)dx 臆 tp乙赘A1(x, Ñu)dx +

tq乙赘0
A2(x,Ñv)dx - t兹乙赘G(x,u,v)dx + M忆 | 赘 | 臆

c忆2 tp 乙赘 | Ñu0 |
p
dx + c忆2 tq 乙赘 | Ñv0 |

q
dx - t兹乙赘G(x,

u0,v0)dx + M忆 | 赘 | .
这里M忆 = sup{| G(x,u,v) | :x沂赘, | u0 | +| v0 |臆
T},由于 兹 > max{p,q},根据(f2) ,推得当 t 寅+ ¥

时,J(tu0,tv0)寅- ¥,这样对于充分大的 t,一定存在

某个

(e1,e2) = ( tu0,tv0) 沂 Xp 伊 Xq \Br(0,0),使
得 J(e1,e2) < 0. 证毕.

综上可知,泛函 J 满足山路引理的条件,所以

系统(1)至少存在一下非平凡解.
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姿4M忆Y(2)(r)(1 - 籽4)
[1 - 籽4MY(2)(r)]2 + r滓2

摇 摇 又由假设 1

g忆(0) =
- 姿1

1 - 籽1
E[X(1)] +

- 姿3

1 - 籽3
E[X(2)] +

姿2

1 - 籽2
E[Y(1)] +

姿4

1 - 籽4
E[Y(2)] < 0,g忆( + 肄 ) > 0 且

g义(r) =
姿1M义X(1)( - r)(1 - 籽1)[1 - 籽1MX(1)( - r)]2 + 2姿1籽1(1 - 籽1)[M忆X(1)( - r)]2[1 - 籽1MX(1)( - r)]

[1 - 籽1MX(1)( - r)]4 +

姿3M义X(2)( - r)(1 - 籽3)[1 - 籽3MX(2)( - r)] 2 + 2姿3籽3(1 - 籽3)[M忆X(2)( - r)] 2[1 - 籽3MX(2)( - r)]
[1 - 籽3MX(2)( - r)] 4 +

姿2M义Y(1)( r)(1 - 籽2)[1 - 籽2MY(1)( r)] 2 + 2姿2籽2(1 - 籽2)[M忆Y(1)( r)] 2[1 - 籽2MY(1)( r)]
[1 - 籽2MY(1)( r)] 4 +

姿4M义Y(2)( r)(1 - 籽4)[1 - 籽4MY(2)( r)] 2 + 2姿4籽4(1 - 籽4)[M忆Y(2)( r)] 2[1 - 籽4MY(2)( r)]
[1 - 籽4MY(2)( r)] 4 + 滓2 > 0

( r > 0)
所以 g忆 ( r) 在 (0, + 肄 ) 上是增函数, 又

g忆(0) < 0,g忆( + 肄 ) > 0 故 g( r)先减后增 g(0) =
0,g( + 肄 ) > 0,所以 g( r) = 0 在 r > 0 内的有惟一

解,即模型(2)存在惟一的调节系数 R.
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