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一类具比例时滞的脉冲微分方程解的振动性

关开中,贺小宝

(南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001)

摘摇 要:建立一类具比例时滞和正负系数脉冲微分方程解振动的充分条件. 所得结果

揭示:脉冲微分方程解的振动性可以仅由脉冲条件所引起;在一定脉冲条件下,非脉

冲微分方程解的振动性可以被脉冲微分方程所继承. 最后举例予以说明.
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Oscillation of Solutions of a Class of Impulsive Differential
Equations with Pantograph Delays

GUAN Kai鄄zhong,HE Xiao鄄bao
(School of Mathematics and Physical Sciences,University of South China,Hengyang,Hunan 421001,China)

Abstract:Sufficient conditions for oscillation of solutions to a class of impulsive differential
equations with pantograph delays and positive and negative coefficients are obtained. Our
results reveal the fact that the oscillatory properties of all solutions of an impulsive differen鄄
tial equation can only be caused by the impulsive perturbations and that the oscillatory be鄄
havior of every solution of the differential equation without impulses can be inherited by the
impulsive differential equation under certain impulsive perturbations. Some examples are
also given to illustrate the usefulness of our main results.
key words:Impulsive differential equation;Pantograph delay;positive and negative coffi鄄
cients;oscillation

0摇 引摇 言

众所周知,脉冲微分方程理论不仅比非脉冲

微分方程理论丰富,而且还为物理学、生物学、工

程领域等学科领域中所研究的诸多现象和过程提

供了一类更为丰富的数学模型[1鄄2] . 近二十年来,
脉冲时滞微分方程振动性的研究已引起了人们的

极大兴趣并产生了丰富的研究成果[3鄄6] . 具有比例
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时滞的微分方程最先出现在描述电动机车弓头运

动轨迹的数学模型中[7] . 近年来,对于此类方程

的研究也引起了人们的广泛关注并产生了一定的

研究成果[8鄄9] . 最近,文献[10]研究了一类具比例

时滞的脉冲中立型微分方程的振动性,作者建立

了一些有趣的结果. 本文利用文献[10]的思想和

方法,研究下列具有比例时滞和正负系数的脉冲

微分方程解的振动性.

x忆( t) + p( t)
t x(琢t) - q( t)

t x(茁t) = 0,

t 逸 t0 > 0,t 屹 tk, (1)
x( t +k ) = bkx( tk),k = 1,2,…, (2)

摇 摇 其中 0 < 琢 < 茁臆1,0 < t0 < t1 < t2 < … <
tk < …,lim

k寅¥
tk = ¥,{bk} 是一实数列.

如果 bk 以1,k = 1,2,…,式(1)和式(2)则变

为

x忆( t) + p( t)
t x(琢t) - q( t)

t x(茁t) = 0. (3)

摇 摇 方程(3)解的振动性已被文献[8]所研究. 本
文的主要目的就是建立式(1)和式(2)的所有解

振动的充分条件. 所得结果显示:一方面,脉冲微

分方程解的振动性可以仅由脉冲条件所引起;另
一方面,在一定脉冲条件下,非脉冲微分方程解的

振动性可以被脉冲微分方程所继承.
假定下列条件成立

(H1)p( t),q( t) 沂 C([ t0,¥),[0,¥));

(H2)H( t) = p( t) - q( 琢
茁 t) 逸 0

且 H( t) 屹 0,t 沂 ( tk-1,tk],k = 1,2,…;
(H3)0 < bk 臆1,k = 1,2,….
关于方程(1)和(2),相应的初始条件为

xt0 = 准( s),s 沂 [琢,1], (4)
摇 摇 这 里 xt0 = x( st0),琢 臆 s 臆 1,准( s) 沂
PC([琢,1],R) = {准( s):[琢,1] 寅R,准( s) 在[琢,
1] 上是具有限个第一类间断点的分段左连续函

数} . 函数 x( t) 被称为式(1)和式(2)满足初始条

件(4)的解,如果

(i) x( t) = 准( t / t0),琢t0 臆 t 臆 t0;
(ii) x( t) 在每个区间( tk,tk+1](k = 0,1,2,

…) 上连续;
(iii) x( t) 在[ t0,¥) \{ tk} 上满足式(1) 且对

所有 tk 逸 t0(k = 1,2,…) 满足式(2) .
习惯上,方程(1)和(2)的解被称为是非振动

的,如果它最终为正或最终为负. 否则,称为是振

动的.

1摇 主要结果

以下,令

z( t) = x( t) - 乙t琢
茁 t

q( s)
s x(茁s)ds. (5)

摇 摇 引理 1摇 假设条件 (H1) - (H3) 成立.设 x(t)
是式(1) 和式(2) 的一个解且满足 x(琢t) > 0,t 逸
t0,那么函数 z(t) 在 [t0, ¥) 不增, 且 z(t +k ) 臆
bkz(tk),t 逸 t0,k = 1,2….

证明:由式(1)和式(5)知

z忆(t) = - 1
t H(t)x(琢t) 臆0,tk < t 臆 tk+1,k 逸0.

(6)
摇 摇 由式(2)和式(5)可得

z( t +k ) = x( t +k ) - 乙t
+k

琢
茁 t +k

q( s)
s x(茁s)ds

= bkx( tk) - 乙tk琢
茁 tk

q( s)
s x(茁s)ds

臆 x( tk) - 乙tk琢
茁 tk

q( s)
s x(茁s)ds = z( tk) .

上式以及式(6)表明: z( t) 在 [ t0,¥) 上不

增. 再根据式(2),并简单计算得到

z( t +k ) = x( t +k ) - 乙t
+k

琢
茁 t +k

q( s)
s x(茁s)ds

= bkx( tk) - 乙tk琢
茁 tk

q( s)
s x(茁s)ds

臆 bkx( tk) - bk 乙tk琢
茁 tk

q( s)
s x(茁s)ds

= bkz( tk) .
证毕.
引理 2摇 假设条件(H1) - (H3)成立且 z( t)

如式(5)所定义. 设 x( t)是式(1)和式(2)的一个

解且满足 x(琢t) > 0,t逸t0 . 如果

w( t) = 乙t琢
茁 t

q(u)
u du 臆1,t 逸 t0, (7)

那么 z( t) > 0,t 逸 t0 .
证明:先证 z( tk) 逸 0,k 逸 1. 如若不然,则存

在 m 逸1,z( tm) = - 自 < 0.
由引理 1 可知, z( t) 在[ t0, ¥) 不增,从而

z( t) 臆- 自 < 0,t 逸 tm . 由式(5)得到

x( t) 臆- 自 + 乙t琢
茁 t

q( s)
s x(茁s)ds. (8)

摇 摇 下面分两种情况讨论.
( i)如果 lim

t寅¥
supx( t) = ¥,则存在一个点列

{ sn} 使得 sn 逸
tm
琢 , lim

n寅¥
x( sn) = ¥以及 x( sn) =
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max{x( t):tm 臆 t 臆 sn} . 由式(7)和式(8),得到

x( sn) 臆- 自 + 乙t琢
茁 t

q( s)
s x(茁s)ds 臆- 自 + x( sn) .

摇 摇 这就产生了矛盾.
( ii)如果 lim

t寅¥
supx( t) = 子 < ¥,则可以选择点

列{ sn} 使得lim
n寅¥

x( sn) = 子. 记

x(孜n) = max{x( s):琢sn 臆 s 臆 茁sn,},那么

lim
n寅¥

孜n = ¥, lim
t寅¥

supx(孜n) 臆 子.

于是有

x( sn) 臆- 自 + 乙sn琢
茁 sn

q( s)
s x(茁s)ds 臆- 自 + x(孜n) .

摇 摇 上式两边同时取极限, 得到 lim
n寅¥

x( sn) 臆

lim
n寅¥

x(孜n) - 自,或者 子 臆- 自 + 子.

这也产生了矛盾. 综合 ( i) 和 ( ii ), 得到

z( tk) 逸0(k 逸1) . 而由式(7) 易知,z( t0) 逸 0 .
接下来,证明 z( t) > 0,t 逸 t0 . 为此,先证在

z( tk) > 0(k 逸0) . 如若不然,则存在 m 逸0 使得

z( tm) = 0. 由式(6)可得

z( tm+1) = z( t +m) - 乙tm+1

tm

H( s)
s x(琢s)ds臆 z( tm)

- 乙tm+1

tm

H( s)
s x(琢s)ds < 0.

此矛盾表明:z( tk) > 0(k逸0) . 这样,由式(6)
得到 z(t)逸z(tk + 1) >0,t沂(tk,tk + 1](k逸0) .

证毕.
引理 3摇 假设条件(H1) - (H3)成立,并假设

w( t) = 乙t琢
茁 t

q(u)
u du 逸1, (9)

摇 摇 以及下面二阶微分不等式

y义( t) + ln 1( )琢
-1 1

t2
H( t)y( t) 臆 0,t 屹 tk,

y( t +k ) = y( tk),k = 1,2,…

y忆( t +k ) 臆 bky忆( tk),k = 1,2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,…

(10)
摇 摇 没有最终正解. 若 x( t) 是式(1) 和式(2) 的

一个解且满足 x(琢t) > 0,t逸 t0,那么 z( t) 最终为

负.
证明:反设结论不成立. 由引理 1 知, z( t) 在

[ t0,¥) 上不增,从而 z( t) 最终为正.

令 l = min k 逸1:tk >
t0{ }琢

使得 z(t) > 0,

t 逸tl .令M = 1
2 min{x(t):琢tl 臆 t臆 tl},那么M > 0

且 x(t) > M,琢tl 臆 t 臆 tl . 下面断言

x( t) > M,t 沂 ( tl,tl +1] . (11)
如果式(11)不成立,那么存在一个 t*沂( tl,

tl + 1]使得 x( t*) = M 且 x( t) > M,琢tl臆t臆t* .
这样,由式(5)和式(9),可得

M = x( t*) = z( t*) + 乙t
*

琢
茁 t*

q(u)
u x(茁u)du >

乙t
*

琢
茁 t*

q(u)
u x(茁u)du 逸 M.

这就产生了矛盾的,从而式(11)成立. 注意

到 z( t +l + 1) > 0,再由式(5)和式(9),可得

x( t +l+1) = z( t +l+1) + 乙tl+1琢
茁 tl+1

q(u)
u x(茁u)du > M.

摇 摇 重复上述过程,依数学归纳法可得

x( t) > M,t 逸 琢tl . (12)
摇 摇 由于 z( t) > 0 且单调不增,那么lim

t寅¥
z( t) = a

存在. 下分两种情况讨论.
(i)如果 a = 0,那么存在 T1 > tl 使得 z( t)臆

M
2 . 因此,当 t~ > T1 时,有

ln 1( )琢
-1 乙

t~
琢

t~

z(u)
u du 臆 M < x( t),t 沂 t~, t~[ ]琢

.

摇 摇 ( ii)如果 a > 0,那么 z( t)逸a,t逸tl . 由式(5)
和式(12)得

x( t) 逸 a + 乙t琢
茁 t

q( s)
s x(茁s)ds 逸 a + M,t 逸 tl .

摇 摇 利用数学归纳法,容易得到

x( t) 逸 na + M,t 逸
tl

琢n-1(n = 1,2,…) .

摇 摇 这样,显然有 lim
t寅¥

x( t) = ¥,因此,必然存在一

个 T > T1 使得

ln 1( )琢
-1 乙

t
琢

T

z(u)
u du 臆 z(t) < x(t),t 沂 T, T[ ]琢

.

摇 摇 情形(i)、(ii)表明:

x( t) > ln 1( )琢
-1 乙

t
琢

T

z(u)
u du,t 沂 T, T[ ]琢

.

摇 摇 令 l* = min k 逸 l:tk > T{ }琢
. 下面断言

x( t) > ln 1( )琢
-1 乙

t
琢

T

z(u)
u du,t 沂 T

琢 ,tl[ ]* .

(13)

摇 摇 否则,必存在某个 t* 沂 T
琢 ,tl( ]* 使得

x( t*) = ln 1( )琢
-1 乙

t*
琢

T

z(u)
u du 和 x( t) >

06
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ln 1( )琢
-1 乙

t
琢

T

z(u)
u du,t 沂 T

琢 ,t( )* .

这样,式(5)得

ln 1( )琢
-1 乙

t*
琢

T

z(u)
u du = x(t*) = z(t*) +乙t

*

琢
茁 t*

q(u)
u x(茁u)du >

ln 1( )琢
-1 乙

t*
琢

t*

z(u)
u du + 乙t

*

琢
茁 t*

q(u)
u 乙

茁
琢 u

T

z(v)
v dvd( )u >

ln 1( )琢
-1 乙

t*
琢

t*

z(u)
u du + 乙t

*

琢
茁 t*

q(u)
u 乙t

*

T

z(v)
v dvd( )u 逸

ln 1( )琢
-1 乙

t*
琢

T

z(u)
u du

这是一个矛盾,从而式(13)成立. 再根据式

(5),可得

x(t+l*) = z(t+l*) + 乙tl*琢
茁 tl*

q(u)
u x(茁u)du逸 z(tl*) +

乙tl*琢
茁 tl*

q(u)
u x(茁u)d (u > ln 1 )琢

-

(
1 乙

tl*
琢

tl*

z(u)
u du +

乙tl*琢
茁 tl*

q(u)
u 乙tl*

T

z(v)
v dvd ) (u > ln 1 )琢

-

(
1 乙

tl*
琢

tl*

z(u)
u du +

乙tl*
T

z(u)
u d ) (u = ln 1 )琢

-1 乙
tl*
琢

T

z(u)
u du.

重复上面的步骤,并利用数学归纳法,容易

得到

x( t) > ln 1( )琢
-1 乙

t
琢

T

z(u)
u du,t > T. (14)

于是,由式(5)和式(14)得到

z忆(t) = - 1
t H(t)x(琢t)臆- ln 1( )琢

-1
伊 1

t H(t) 伊

乙t
T

z(u)
u du臆- ln 1( )琢

-1 1
t2
H(t) 乙t

T
z(u)du,

这里 t 逸 T/ 琢,t 屹 tk. 令 y(t) = ln 1( )琢
-1

伊

乙t
T
z(u)du,则 y(t+k ) = y(tk),

y忆( t +k ) = ln 1( )琢
-1
z( t +k ) 臆 ln 1( )琢

-1
伊

bkz( tk) = bky忆( tk),k = l,l + 1,….
于是, y( t) > 0,t 逸 T / 琢 且 y( t) 满足式

(10),这与假设矛盾,因此 z( t) 最终为负,引理

得证.
引理 4[10] 摇 考虑脉冲微分不等式

y义( t) + G( t)y( t) 臆 0,t 逸 t0,t 屹 tk,

y( t +k ) 逸 y( tk),k = 1,2,…,

y忆( t +k ) 臆 Cky忆( tk),k = 1,2

ì

î

í

ï
ï

ïï ,…,

(15)

这里 G(t)沂PC([t0,¥),[0,¥)),Ck >0.如果

移
¥

i = 0
乙ti+1
ti

1
C0C1…C i

G( t)dt = ¥,

其中 C0 = 1,那么式(15) 没有解 y( t) 满足

y( t) > 0,t 逸 t0 .
定理 5摇 假设引理 1 的所有条件成立,如果

w( t) = 乙t琢
茁 t

q(u)
u du = 1,t 逸 t0, (16)

以及式(10)没有最终正解,那么式(1)和式

(2)的每一个解振动.
证明:如果式(1)和式(2)有一个非振动解

x( t) . 不失一般性,设 x(琢t) > 0,t 逸 t0 . 那么由引

理 2 可知,z( t) > 0,t 逸 t0 . 而引理 3 表明,最终有

z( t) < 0, 这就产生了矛盾,从而命题成立.
利用引理 4 和定理 5,我们容易得到下面的

定理 6摇 假设引理 1 的所有条件以及式(16)
成立. 如果

ln 1( )琢
-1

移
¥

i = 0
乙ti+1
ti

1
b0b1…bi

1
t2
H( t)dt = ¥,

(17)
那么式(1)和式(2)的每一个解振动.

2摇 例摇 子

例 1摇 考虑脉冲微分方程

x忆( t) + t + e
( t + 1) 2x

t( )e
- 1

t x( t) = 0,

t 逸 t0 = 5, (18)

x( t +k ) = k
k +( )1

2
x( tk),k = 1,2…, (19)

这里 tk = 6k + 1.
计算可得

H( t) = p( t) - q 琢
茁( )t = t( t + e)

( t + 1) 2 - 1 > 1
2t,

t 逸5;

w( t) = 乙t琢
茁 t

q(u)
u du = 乙tt

e

1
u du = 1,t 逸5;

移
¥

i = 0
乙ti+1
ti

1
b0b1…bi

ln 1( )琢
-1 1

t2
H( t)dt > 移

¥

i = 0

乙6i +7
6i +1

1
b0b1…bi

1
2t3

dt = 12移
¥

i = 0

(3i + 2) ( i + 1) 2

(6i + 1) 2 (6i + 7) 2 =

¥.
这样,定理 6 的所有条件均满足,因此式

(18)和式(19)的每一个解振动.

容易验证 x( t) = t
t + 1 是非脉冲方程式(18)

的一个非振动解. 此例表明,式(18)和式(19)解

16



南华大学学报(自然科学版) 2011 年 9 月

的振动性是由脉冲条件式(19)所引起的.
例 2摇 考虑脉冲方程

x忆( t) +
1. 97 + 1

2仔
t x e -5仔2( )t - 1

2仔tx e - 仔
2( )t = 0,

t 逸 t0 = 2, (20)

x( t +k ) = k
k +( )1

x( tk),k = 1,2…, (21)

这里 tk = k + 2.
显然条件(H1) - (H3 )成立,简单计算得到

w( t) = 乙t琢
茁 t

q(u)
u du = 乙t

e -2仔t

1
2仔udu = 1,t逸 t0 = 2;

移
¥

i = 0
乙ti+1
ti

1
b0b1…bi

ln 1( )琢
-1 1

t2
H( t)dt = 3. 94

5仔 移
¥

i = 0

( i + 1)
( i + 2)( i + 3) = ¥.

这样,定理 6 的所有条件均满足,从而式

(20)和式(21)的每一个解振动.
由文献[8]中的定理 3. 2 可知,方程(20)的

所有解是振动的. 此例表明,微分方程(20)解的

振动性在脉冲条件(21)下仍然保持.
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