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一种亚式重置期权的定价

刘邵容,朱摇 晖

(南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001)

摘摇 要:亚式期权和重置期权都是路径依赖型期权,结合两种期权的特点,本文创设

了一种新型期权,利用等价鞅方法,给出了新型变异期权在 O - U 过程下的定价

公式.
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The Pricing of the Asian鄄reset Option

LIU Shao鄄rong,ZHU Hui
(School of Mathematics and Physics,University of South China,Hengyang,Hunan 421001,China)

Abstract:The Asian option and reset option are the path鄄depending options. Through com鄄
bining the two options,this paper designed a new option. By using the martingale method,
under the hypothesis that the asset price obey the Ornstein鄄Uhlenback process,the pricing
formulas of the new option have been get.
key words:Asian option;reset option;the Ornstein鄄Uhlenback process;Brown motion

摇 摇 期权作为金融衍生品市场创新的典范,已经

成为投资者进行防范风险的重要工具. 1973 年美

国芝加哥大学教师 Black 和 Scholes 推导出了

Black鄄Scholes 期权定价公式,对期权定价和风险

管理进行了定量分析,推动了期权定价研究和应

用的迅猛发展. 作为路径依赖型的变异期权,重置

期权在约定的条款下,可以重新设置期权的敲定

价格,亚式期权的到期收益依赖于资产价格的某

种平均. 本文对这两种期权进行了改进,创设了一

种亚式重置期权,利用鞅方法,给出了亚式重置期

权在 Ornstein鄄Uhlenback(O - U)过程模型下的定

价公式.

1摇 金融市场模型

假定金融市场完备、无套利,且市场中只有两

种资产在时间[0,T]内连续交易,一种是无风险

资产,其在 t 时刻的价格 B( t)满足:
dB( t) = r( t)B( t)dt,B(0) = 1 (1)

另一种是风险资产(股票),价格过程 S( t)由
如下的随机微分方程决定:

dS( t) = S( t)[滋( t)dt - alnS( t)dt +
滓( t)dWP( t)],S(0) = S0 (2)
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其中: r( t) 为无风险利率, WP( t) 为概率空间

(赘,F,(F) t,P) 上的标准布朗运动, 滋( t) 为平均

回报率, 滓( t) 为收益波动率, a 为非负常数,当
a = 0 时即为 Black鄄Scholes 模型中的风险资产价

格方程, a > 0 时的作用是当股票价格上升到一

定高度后,使之有下降的趋势,此时模型(2)称为

指数 O - U 过程.

引理 1摇 令 兹( t) = 滋( t) - r( t) - alnS( t)
滓( t) ,

若 EP(exp{ 1
2 乙

t

0
兹2( s)ds}) < ¥,则存在唯一等价

鞅测度 Q ,使在测度 Q 下,股票价格的折现过程

S*( t) = S( t)exp{ - 乙t
0
r( s)ds} 是一个鞅过程,令

WQ( t) = WP( t) + 乙t
0
兹( s)ds ,则 WQ( t) 是测度 Q

下的标准布朗运动.
根据引理,由 Girsanov 定理知,在测度 Q 下,

随机微分方程(2)可以化为:
dS(t) = S(t)[r(t)dt + 滓(t)dWQ(t)],S(0) = S0

(3)
由 Ito 公式解(3)得:

S(t) 以 St = S0exp{乙t
0
(r(s) - 1

2 滓2(s))ds +

乙t
0
滓(s)dWQ(s)} ,此时, lnS(t) ~ N(lnS0 + 乙t

0
(r(s) -

1
2 滓2(s))ds,乙t

0
滓2(s)ds) .同样我们可以定义与测度Q

等价的测度 R ,设 啄(t) = exp{ - 乙t
0
r(s)ds} S(t)

S(0),

dQ
dR Ft = 啄(t) ,由于EQ(啄(t)) = 1 ,则测度R有意义,

且WR(t) = WQ(t) - 乙t
0
滓(s)ds 是测度 R 下的标准布

朗运动,在测度 R下,式(3)可化为:
dS( t) = S( t)[ r( t)dt + 滓2( t)dt +
摇 摇 摇 摇 滓( t)dWR( t)],S(0) = S0 (4)

由 Ito 公式得:

S(t) = S0exp{乙t
0
(r(s) + 1

2 滓2(s))ds +

乙t
0
滓( s)dWR( s)}

2摇 亚式重置期权及定价

定义 2 摇 设期权的敲定价格为 K,令 GT =

exp{ 1
T 乙

T

0
lnS( t)dt} 表示到时间 T 为止的股票价

格的几何平均值,则亚式重置看涨期权在到期日

T 的收益为:

V(C,T) =
ST - GT,GT < k,ST 逸 GT

ST - K,GT 逸 K,ST
{ > K

亚式重置期权的经济解释即为,若在[0,T]
内标的资产价格的几何平均值小于 K,则重置期

权的敲定价为 GT ,否则不重置期权的敲定价.
定理 3摇 标的资产价格在指数 O - U 过程模

型(2)下,期权的敲定价格为 K ,到期日为 T 的亚

式重置看涨期权的在 t = 0 时的价格为:

C(T,K) = S0N(b1)N(b2) - e-乙
T

0
r(s)ds+滋1(T) +

滓21(T)
2 伊

N(b3)N(b4) + S0N( - b1, - b5,籽) - Ke -乙T0 r( s)ds 伊
N( - b7, - b6,籽)
其中:

b1 =
Tln K

S0
- 乙T

0
(T - s)(r(s) + 1

2 滓2(s))ds

乙T
0
(T - s)2滓2(s)ds

,

b2 =
乙T
0
s( r( s) + 1

2 滓2( s))ds

乙T
0
s2滓2( s)ds

,

b3 =
乙T
0
s( r( s) - 1

2 滓2( s))ds

乙T
0
s2滓2( s)ds

,

b4 =
lnK - 滋1(T) - 滓2

1(T)
滓1(T)

,

b5 =
ln K

S0
- 乙T

0
( r( s) + 1

2 滓2( s))ds

乙T
0
滓2( s)ds

,

b6 =
ln K

S0
- 乙T

0
( r( s) - 1

2 滓2( s))ds

乙T
0
滓2( s)ds

,

b7 =
Tln K

S0
- 乙T

0
(T - s)(r(s) - 1

2 滓2(s))ds

乙T
0
(T - s)2滓2(s)ds

,

籽 =
乙T
0
滓2( s)ds

乙T
0
s2滓2( s)ds

,

滋1(T) = lnS0 +
1
T 乙

T

0
(T - s)(r(s) - 1

2 滓2(s))ds,
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滓2
1(T) = 1

T 2 乙T
0
(T - s) 2滓2( s)ds

证明: C(T,K) = EQ(e -乙T0 r( s)dsV(C,T)) =
V1 + V2 ,其中:

V1 = EQ(e -乙T0 r( s)ds(ST - GT) GT < K,ST >
GT)PQ(GT < K,ST > GT) = A1 - B1

V2 = EQ(e -乙T0 r( s)ds(ST - K) GT 逸 K,ST >
K)PQ(GT 逸 K,ST > K) = A2 - B2

A1 = EQ(e -乙T0 r( s)dsST GT < K,ST > GT) 伊
摇 PQ(GT < K,ST > GT)

= EQ(e -乙T0 r( s)ds ST

S0
S0 GT < K,ST > GT) 伊

摇 PQ(GT < K,ST > GT)
= S0PR(GT < K)PR(ST > GT)

PR(ST > GT) = PR(lnST > lnGT)

= PR(乙T
0
(r(s) + 1

2 滓2(s))ds + 乙T
0
滓(s)dWR(s) >

1
T 乙

T

0
(T - s)( r( s) + 1

2 滓2( s))ds + 1
T

乙T
0
(T - s)滓( s)dWR( s)) = PR(

乙T
0
s滓( s)dWR( s)

乙T
0
s2滓2( s)ds

>

- 乙T
0
s( r( s) + 1

2 滓2( s))ds

乙T
0
s2滓2( s)ds

) = N(b2)

PR(GT < K) = PR(乙T
0
(T -s)(r(s) + 1

2 滓2(s))ds +

乙T
0
(T - s)滓(s)dWR(s) < Tln K

S0
) = N(b1)

B1 = EQ(e -乙T0 r( s)dsGT GT < K,ST > GT) 伊
摇 PQ(GT < K,ST > GT)

= e -乙T0 r( s)dsEQ(GTI{GT < K})PQ(ST > GT)

= e -乙T0 r( s)dsEQ(GTI{GT < K})N(b3)

而: EQ(GTI{GT < K}) = 乙K
-¥

xfGT
(x)dx = 乙lnk

-¥

ey 伊

fGT
(ey)eydy

其中: fGT
(x) 是 GT 在测度 Q 下的密度函数,

在测度 Q 下, lnG t ~ N(滋1( t),滓2
1( t)) ,

且: 滋1( t) = E(lnG t) = E( 1
t 乙

t

0
lnSudu) =

lnS0 + 1
t 乙

t

0
( t - s)( r( s) - 1

2 滓2( s))ds

滓2
1( t) = Var(lnG t) [= E 1

t 乙
t

0
lnSudu -

E( 1
t 乙

t

0
lnSudu ])

2
= 1

t2
E{乙t

0
(lnSt - lnS0 - 乙u

0
(r(s) -

1
2 滓2(s))ds)du} = 1

t2 乙
t

0
(t - s)

2
滓2(s)ds

故 F lnGT
(y) = P(lnGT < y) = P(GT < ey) =

FGT
(ey),flnGT

(y) = F忆lnGT
(y) = fGT

(ey)ey

所以 乙lnk
-¥

ey fGT
(ey)eydy = 乙lnk

-¥

ey flnGT
(y)dy =

乙lnk
-¥

1
2仔滓1(T)

exp{-
(y - 滋1(T))2

2滓2
1(T)

}eydy = e 滋1(T)+
滓21(T)

2 伊

乙lnk
-¥

1
2仔滓1(T)

exp{ -
(y - 滋1(T) - 滓2

1(T))2

2滓2
1(T)

}dy =

N(b4)e滋1(T)+
滓21(T)

2

由上即求出 A1,B1 ,下面计算 A2,B2 . 根据上

面的计算结果,容易得到:

A2 = EQ(e-乙
T

0
r(s)dsST GT逸K,ST > K)PQ(GT 逸K,

ST > K) = S0N(- b1, - b5,籽)

B2 = EQ(e -乙T0 r( s)dsK GT逸K,ST > K)PQ(GT 逸

K,ST > K) = Ke -乙T0 r( s)dsN( - b7, - b6,籽)
至此,定理已经证明完毕.
同样,可以定义亚式重置看跌期权:设期权的

敲定价格为 K ,令 GT = exp{ 1
T 乙

t

0
lnS( t)dt} 表示

到时间 T 为止的股票价格的几何平均值,则亚式

重置看跌期权在到期日 T 的收益为:

P(C,T) =
K - ST,GT < K,K > ST

GT - ST,GT 逸 K,GT > S{
T

摇 摇 推论 4摇 标的资产价格在指数 O - U 过程模

型(2)下,期权的敲定价格为 K ,到期日为 T 的亚

式重置看跌期权的在 t = 0 时的价格为:
P(T,K) = - S0N( - b1)N( - b2) +

e-乙
T

0
r(s)ds+滋1(T) +

滓21(T)
2 N( - b3)N( - b4) - S0N(b1,b5,籽) +

Ke-乙
T

0
r(s)dsN(b7,b6,籽)
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| z | < 1 ,
其中符号 (淄) k 定义为

(淄) k = 淄(淄 + 1)…(淄 + k - 1) .
当 琢 = - n 时, 2F 1( - n,茁;酌;z) 是次数为 n

的多项式,在文献[7]中,作者已经证明当 茁 = 2 ,
酌 = - n + 1 / 2 时,其所有零点均在单位圆盘 D 之

内,若记 pn( z) = 2F 1( - n,2; - n + 1 / 2;z) ,由定

理 2 知, pn( z{ }) ¥

n = 0 不是定义在单位圆上的正交

多项式,事实上,其前三项为

p1( z) = 1 + 4z , p2( z) = 1 + 8
3 z + 8z2 ,

p3( z) = 1 + 12
5 z + 24

5 z2 + 64
5 z3 ,

其中 p3( z) 的零点为 z1 = - 0郾 397 6 , z2 =
0郾 011 3 + 0郾 443 1i , z3 = 0郾 011 3 - 0郾 443 1i.
易知

z1p2( z1)
p*
2 ( z1)

= - 0郾 067 5,
z2p2( z2)
p*
2 ( z2)

= 0郾 065 8 -

0郾 025 9i,
z3p2( z3)
p*
2 ( z3)

= 0郾 065 8 + 0郾 025 9i ,

所以,不存在任何定义在单位圆上的,有限的

且具有无限支集的正波雷尔测度使得 pn( z{ }) ¥

n = 0

关于其正交.

3摇 结束语
由定理 2,我们可以回答 M. Alfaro 等人所提

的问题,即当选取的常数 a 和 b 使得 Rn(x) 的零

点满足定理 2 所给条件时, Rn(x{ }) ¥

n = 0 就是关于

某个定义在单位圆上的,有限的且具有无限支集

的正波雷尔测度正交的多项式序列. 另外,对于其

他类型的正交关系,比如 L 型正交(L鄄orthogonal)
也可以考虑类似的问题.
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