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带双井势函数的一维 p- Laplace方程解的存在性
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摘  要:研究了一类带双井势函数的一维 p- Laplace方程解的存在性, 并用微积分

的方法以及变分的方法给出方程解的唯一存在性证明.
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The Existence of the Solution to a Class of One- dimensional
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Abstract: In this paperw e discuss the ex istence o f the so lution to a class ofOne- dim en-

siona l p- Laplace Equat ion w ith Doub leWe llPotentia,l and use calcu lusmethod and var-i

ationalmethod to prove the ex istence and un iqueness of the so lution to the problem.
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  A llen- Cahn方程是一个著名的两相过渡模

型,对于一维的 A llen- C ahn方程多层解的相关

性态, K im ie Nakashim a在文中
[ 1- 2]
已经给出了详

尽的讨论.

本文是 A llen- Cahn方程的一个推广,将 A-l

len- C ahn方程中的 Laplace算子换成 p- Laplace

算子后,同样可以得到许多相应的结论.本文着重

讨论的是用微积分的办法和变分的办法得到下列

问题解的存在唯一性,即

( | uc( t) |
p- 2

uc( t) ) c- Fc( u ) = 0, t I R,

    u( 0) = 0,

lim
ty ? ]

u ( t) = ? 1

( 1)

其中, F ( u ) = ( 1- u
2
)
p
,且 p > 2, u I W

1, p
(R ),

并且满足 uc( 0) > 0(或 uc( 0) < 0).

1 直接法得解的唯一存在性

定理 1:若 F ( u )为双井势函数,当 uc( t) X 0,

uc( 0) > 0(或 uc( 0) < 0)时, 式 (1)存在一个唯

一解.

证明:可以选择一个 u ( t), 使得 u (0) = 0,并

且满足 uc( 0) > 0,且 uc( t) X 0.若 u ( t) 满足式

( 1),可令 Q( t ) =
p - 1

p
| u c( t) |

p
- F ( u ( t) ),则

Qc( t ) = [ (p - 1) | u c( t) |
p- 2

ud( t) -

Fc( u ( t) ) ] # uc( t) = [ v p u( t ) -

Fc( u ( t) ) ] uc( t) = 0,



因此, Q( t) = C, t I R.所以

p - 1
p

| uc( t) |
p S F ( u ( t) ), t I R ( 2)

下面可以证明 | u ( t) | < 1, t I R.

假设 | u ( t) | < 1不成立,则存在 t0 I R, 使

得 | u ( t0 ) | = 1, 或者存在 t1 I R, 使得 | u( t1 )

| > 1.当 | u ( t0 ) | = 1时, 不妨设 u ( t0 ) = 1. 若

u( t0 ) = 1,由式 ( 2)可知 uc( t0 ) = 0, 这与 uc( t )

X 0矛盾.当 | u ( t1 ) | > 1时,不妨设 u ( t1 ) > 1.

由介值定理知必存在 t2 I R, 使得 1 < u ( t2 ) <

u( t1 ). 又由 lim
ty ? ]

u ( t) = 1及中值定理可知,存在 N

使得 uc( N) = 0,这与已知矛盾.

接下来还可以证明 uc( t ) > 0, t I R. 由

uc(0) > 0可知,存在 t1 I R,使得 u c( t1 ) > 0,因

为 uc( t) X 0,故由连续性及介值定理可知必不会

存在 t I R, 使得 uc( t ) < 0,因此 uc( t) > 0, t I R.

所以, 由式 ( 2) 可得

uc( t) = (
p

p - 1
F ( u ( t) ) )

1
p , t I R.

因此有
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从而可得
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, x I R.

这就证明了式 (1)解的唯一存在性.显然, 当

uc(0) < 0时,同理可证式 ( 1) 解的唯一存在性.

2 变分法得解的唯一存在性

考虑泛函 E ( u) = Q
+ ]

- ]

1

p
| uc |

p
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2
)
p
dt, u I W

1, p
loc (R ) H C (R ). ( 3)

定义一个 W
1, p
loc (R )上的特殊子集H = H 5 =

{ u I W
1, p

(R ) + 5 } H C (R ),其中

5 ( t ) =

t, | t | < 1,

1, t \ 1,

- 1, t [ - 1

则 E ( u ) 的临界点即为式 (1) 的解. 再定义

+ u+H = + u - 5 +W 1, p (R ) , u I H,此时

E ( u ) = Q
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从而可知E ( u)有下界.令 e = eF = m in
uI H

E ( u) >

0,则有下列定理成立.

定理 2: 存在 E ( u )的一个极小化子 g ( t) I

H, 使得 g ( 0) = 0, E ( g ( t) ) = e,且 g ( t )满足泛函

( 3) 的欧拉 - 拉格朗日方程式 ( 1).

证明:假设 { un } < H 为 E ( u )的一个极小化

序列, 由 E ( u )的平移不变性及 F ( u )在 ? 1处取

得极小值,可假设 un ( 0) = 0,且 | un ( t) | [ 1, t I
R.实际上可将 { un }取成如下形式

- 1 [ un < 0, t < 0

un ( t) = 0,   t = 0

0 < un ( t) [ 1, t > 0

其中, un ( t)单调递增.事实上, 若存在 u
c
n ( t) < 0,

t I ( t1, t0 ),可采用切割、粘合的办法, 将 { un }选

择成一个关于 t的单增函数列.

记 un ( t) = vn ( t) + 5 ( t ), 其中 vn ( t ) I
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因此有
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其中, K= m in{K1, K2 } > 0, C为一常数.

因此
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| ucn ( t) |
p
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dt \K
~

+ vn ( t)+W 1, p (R ) = K
~
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其中, K
~

= m in{
1
P
, K} > 0.又因为 { un ( t) }为极

小化序列, 并且 E ( un ( t) ) 有下界, 故 E ( un ( t ) )

有界. 从而 + un ( t) +H [ C, 其中 C为一常数.

接下来证明 { un ( t) } 的紧性. 对任意的 t1 <

t2, 有
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该结果与实际情况相符合.

4 结论

结合大批量定制环境下产品配置的特点, 以

客户为评价主体,选择了评价指标,建立了产品配

置方案的综合评价体系结构. 建立了分层的评价

模型, 引入模糊集的概念, 用于解决用户在对指标

重要性进行评价时容易产生混淆的问题, 并使用

语意变量的方法来获取用户的评价意图. 采用了

模糊层次分析法对配置方案进行建模和计算, 用

来选出用户最满意的产品配置方案.以自行车的

配置方案评价为实例进行了分析, 说明了对配置

方案进行综合评价的过程, 验证了评价方法的可

行性, 以及评价模型的合理性.
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  由 un (0) = 0, 可知 + un ( t )+ L ] ( R) [

C2 + un ( t) +H .由 A rze la - Asco li定理知, 存在

{ un ( t) } 的一个子列 { unk ( t) }, 使得在 H 内有 unk
弱

g( t); ( k y ] ).因此 g (0) = 0,并且当 t \ 0

时, 有 g ( t) \ 0,当 t [ 0时,有 g ( t) [ 0,并且 g ( t)

为单增的. 实际上, 用切割粘合的办法可以保证

g ( t)对 t是单增的.从而 E ( g ) \ m in
uI H

E ( u ) = e.

又知E ( g ( t ) )在H中具有下半连续性,即对H

中的任何弱收敛序列 {un k ( t ) }有 unk ( t)
弱

g ( t),

( k y ] ) 在H中成立,因此 E ( g( t) ) [ lim
ky ]

E ( unk )

= e,从而 E ( g( t) ) = m in
u I H

E ( u) = e.

最后证明 lim
ty ? ]

g( t) = ? 1.若有 l im
ty ? ]

g( t ) X ?

1,则 lim
ty ?]

| g ( t) | < 1,因此 sup
R+

g ( t) < 1.但是,显然

有 E ( g( t) ) \ Q
+ ]

0
m in
R+

F ( g( t) ) dt = + ] , 矛盾!

综上可知,命题得证.
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