
  收稿日期: 2010- 05- 07

作者简介:赵建斌 ( 1981- ), 男, 山东滨州人,滨州学院计算机科学技术系助教,硕士研究生.主要研究方向:偏微分

方程数值解. * 通信作者.

第 24卷第 2期 南华大学学报 (自然科学版 ) Vo .l 24 No. 2
2010年 6月 Journa l o fUn ive rsity o f South China( Sc ience and Techno logy) Jun. 2010

文章编号: 1673- 0062( 2010) 02- 0068- 06

一类抛物方程正交小波基的构造

赵建斌
1
,罗迪凡

2*
,喻海元

3
,尹  伊 4

( 1.滨州学院 计算机科学技术系, 山东 滨州 256603; 2.南华大学 数理学院,湖南 衡阳 421001;

3.湘潭大学 数学与计算科学学院,湖南 湘潭 411105 4.广州市第 113中学,广东 广州 510630)

摘  要:对抛物方程右端项关于时间变量先作小波展开, 化为多个可以并行的椭圆方

程求解,是国际上近些年来发展起来的一种新的数值求解方法.本文利用勒让德多项

式构造出了一类适合的正交小波基, 并给出了一般情况下的小波系数递推公式. 数值

例子验证了递推公式的有效性.
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Abstract: In recent years, som e foreign scho lars have deve lop a new m ethod fo r the nu-

m erical so lu tion of PPDE s. A s the first step the m e thod uses w ave let bases to decompose

the forc ing term, so the prob lem is transform ed into som e e lliptic PDE s w h ich can be

solved by parallel a lgorithm. In th is paper, w e w ill construct a class ofO rthogonalW ave let

Bases, and present the general recurrence formu la of w avelet coeffic ients. The num erical

test conv inces our analysis.
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  近年来, 小波方法在某些算子方程 (包括椭

圆偏微分方程、边界积分方程、安点问题等 )的数

值求解方面的应用中取得了很大的进步. 对于解

决许多实际应用问题,小波方法有着自身的优势.



事实上,由小波方法的得到关于椭圆方程的预条

件算子条件数被已被证明是渐进最优的
[ 1- 2]

. 而

用小波方法求解偏微分方程问题, 关键在于构造

出使原问题与其离散模型之间有着紧密联系的恰

当的小波基函数.

考虑如下的抽象抛物方程

d

dt
u ( t) + Au ( t) = f ( t ), t I ( 0, T )

u (0) = 0

则

u( t) = (Lf ) ( t) = Q
t

0
e
- ( t-S)A

f (S)dS I [ 0, T ].

f与 u均可看作定义在区间 [ 0, T ] 上且在巴拿赫

空间 X 0中取值的泛函,它们均可用一组适当选取

的小波基 ( = { HL: L I K }表示,即,

f ( t) = E
LI K

dLHL ( t), u ( t) = E
v I K

cvHv ( t),

其中, dL, cv I X 0.

为了设计出关于 u的近似解的可计算格式,

首先要用无限集 K的某个有限子集 K
O

将其代替,

而 K
O

中应该包含那些在 u中有数值计算意义的系

数.用如下的方法来构造 K
O

: 对一个给定的容许值

G > 0, 希望 K
O

尽可能的小,且满足

{ v I K: z cv z X 0
> G} < K

O

而由于解算子 L是线性的, 系数 cv 可以进一

步作如下分解

cv = E
LI K

cL, v, cL, v: = 3L ( dLHL), Hv 4

于是,问题就归结为对 z cv z X 0
的估计.文献 [ 3]

~ 文献 [ 5]给出了小波基对抛物问题在时间域上

进行离散的理论框架,以此为基础,本文主要围绕

小波基的具体构造来展开.

1 小波基的初步构造

引入 k次 Legendre多项式:

Pk ( x ) =
1

2
k
k!

d
k

(x
2
- 1)

k

dx
k ,它具有如下性质:

(� )首项系数均为 1

(� ) Q
1

-1
P kP ldx =

2

2k + 1
,  l = k,

0,    l X k

记

Uk ( t) =
2k + 1Pk ( 2t- 1), 0 [ t < 1,

0,           其它.

V0 = { Uk ( t), k = 0( 1) n}.

则 { Uk (x ) }构成了 V0的一组 L
2
(0, 1) 规范正交

基.再记: V1 = { Uk ( 2t), Uk ( 2t- 1), k = 0(1) n }.

由于 V0 < V1, 不妨设 V1 = V0 Ý W 0. 这里, V0称为

尺度空间, W 0称为小波空间.

设尺度空间的双尺度关系为:

Uk ( t) = 2E
n

l= 0

[ c
k

lUl (2t) + d
k

lUl (2t- 1) ],

k = 0(1) n. ( 1)

其中系数 c
k

l及 d
k

l均是一些可计算的量.

再设 {Wk ( t ) }
n

k= 0为 W 0的一组 L
2
( 0, 1)规范

正交基.考虑到 W 0 < V1,因此不妨设:

Wk ( t ) = 2E
n

l= 0

[ a
k

lUl ( 2t ) + b
k

lUl (2t- 1) ],

k = 0(1) n. ( 2)

由规范正交性可知:

( Wi, Wj ) = 2 Q
1

0 E
n

l= 0
[ a

i

lUl ( 2t) + b
i

lUl (2t- 1) ]

E
n

l= 0

[ a
i

lUl (2t) + b
k

j Ul ( 2t - 1) ] dt

= E
n

l= 0
( a

i

la
j

l + b
i

lb
j

l )

= Dij   i, j = 0( 1) n. ( 3)

又由小波分解正交性可知:

( Ui, Wj ) = 2 Q
1

0
Ui ( t)Wj ( t) = E

n

l= 0
( c

i

la
j

l + d
i

lb
j

l )

= 0

i, j = 0(1) n. ( 4)

记

A
i
= ( a

i

0, a
i

1, ,, a
i

n )
T
,

B
i
= ( b

i

0, b
i

1, ,, b
i

n )
T
,

C
i
= ( c

i

0, c
i

1, ,, c
i

n )
T
,

D
i
= (d

i

0, d
i

1, ,, d
i

n )
T
,

An = (A
0
, A

1
, ,, A

n

),

Bn = (B
0
, B

1
, ,, B

n

),

Cn = (C
0
, C

1
, ,, C

n

),

D n = (D
0
, D

1
, ,, D

n
).

由式 ( 3),式 ( 4),有:

A
T
nA n + B

T
nB n = I

C
T
nAn + D

T
nBn = 0

( 5)

这里 I为 n单位矩阵.

由式 ( 5)可得

An = - C
-T
n D

T
nB n,

(D
T
nBn )

T
(C

- 1
n C

- T
n + D

- 1
n D

-T
n )D

T
nBn = I.

设 C
- 1
n C

-T
n + D

- 1
n D

- T
n = E

-T
n E

- 1
n 则有:

Bn = D
-T
n En,

An = - C
-T
n En.

( 6)
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上式即为小波系数公式.

2 小波系数的递推公式

在本节中, 将推导一般情况下小波系数的递

推公式.

首先,已知

Uk ( t) = 2k + 1Pk ( 2t - 1)

=
2k + 1
k!

d
k
( t

2
- t)

k

dt
k

= E
k

m= 0

( - 1)
k-m

2k + 1
(m + k)!

m!
2
( k - m )!

令 x = 2t- 1, 则:

[ 2t( 2t - 1) ]
k
= x

k
(x + 1)

k
= x

k
( x - 1)

k

= E
k

m= 0

( - 1)
k-m k!

m!
2
( k - m )!

x
k+m

于是有:

Uk ( 2t ) =
2k + 1

2
k
k!

d
k

[ 2t(2t - 1) ]
k

dt
k

  = 2k + 1E
k

m = 0

(m + k )!

m!
2
( k - m )!

x
m

Uk ( 2t - 1) =
2k + 1

2
k
k!

d
k
[ (2t - 1) (2t- 2) ]

k

d t
k

  = 2k + 1E
k

m = 0
( - 1)

k-m (m + k )!

m!
2
( k - m )!

x
m

记

Ak, m = 2k + 1
(m + k )!

m!
2
( k - m )!

Bk, m = (- 1)
k-m

Ak, m,

则有: C
-T
n =

A0, 0 0 , 0

A1, 0 A1, 1 , s

s s s s

An, 0 An, 1 , An, n

( 7)

D
- T
n =

B0, 0 0 , 0

B1, 0 B1, 1 , s

s s s s

Bn, 0 Bn, 1 , Bn, n

( 8)

于是可推得:

U0 ( 2t)

U1 ( 2t)

s

Un ( 2t)

= C
- T
n

1

x

s

x
n

U0 (2t - 1)

U1 (2t - 1)

s

Un (2t - 1)

= D
-T
n

1

x

s

x
n

即

1

x

s

x
n

= C
T
n

U0 ( 2t)

U1 ( 2t)

s

Un ( 2t)

+ D
T
n

U0 (2t - 1)

U1 (2t - 1)

s

Un ( 2t - 1)

上式的作用等同于尺度空间的双尺度关系,

因为 {x
k
}
n

k = 0也构成了尺度空间 V0的另一组基函

数,但它不是正交基.

引入 n + 1阶奇偶变换矩阵

当 n为偶数时

Pn =

1 0 0 0 0 , 0 0 0

0 0 1 0 0 , 0 0 0

0 0 0 0 1 , 0 0 0

s s s s s s s s s

0 0 0 0 0 , 0 0 1

0 1 0 0 0 , 0 0 0

0 0 0 1 0 , 0 0 0

s s s s s ,s s s

0 0 0 0 0 , 0 0 1

第 0行

第
n
2

第 n行

当 n为奇数时

Pn =

1 0 0 0 0 , 0 0 0

0 0 1 0 0 , 0 0 0

0 0 0 0 1 , 0 0 0

s s s s s s s s s

0 0 0 0 0 , 0 1 0

0 1 0 0 0 , 0 0 0

0 0 0 1 0 , 0 0 0

s s s s s ,s s s

0 0 0 0 0 , 0 0 1

第 0行

第 n
2

第 n行

则显然有如下性质:

( � ) Pn

y0

y1

s

yn

=

y0

y2

s

y2[
n
2
]

y0

y3

s

y2[
n- 1

2
] + 1

( � )Pn为正交阵.

设 C
-1
n C

-T
n + D

- 1
n D

-T
n = E

- T
n E

- 1
n ,其中, C

- T
n 和D

- T
n 如

式 ( 7), 式 (8)所定义.

引理 1 PnEn =
E

( 0 )
n 0

0 E
( 1)
n

, 其中, E
( 0)
n 和

E
( 1)
n 分别为 [

n

2
] + 1和 [

n - 1

2
] + 1阶矩阵.

证明.对 Py = ( y0, y1, ,, yn )
T I R

n+ 1
有:

y
T
(C

- 1
n C

- T
n + D

- 1
n D

-T
n ) y
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= E
n

k = 0

( E
k

m= 0

A
m

k ym )
2
+ E

n

k= 0

( E
k

m = 0

B
m

k ym )
2

= 2 E
n

k = 0
[ ( E

[
k

2
]

m = 0
A
m

k ym )
2
+ E

[
k+ 1

2
]

m = 0
B
m

k ym )
2
]

上式表明, 只须分别对 C
- 1
n C

-T
n + D

- 1
n D

- T
n 作偶

相合变换和奇相合变换便可将它化为二次型标准

形式, 再由 En的定义即知引理成立.

下面就 n为偶数或奇数两种情况分别加以讨

论:

( 1) 当 n为偶数时, 对于 y = ( y0, y1, ,,

yn )
T
,作变换:

y =
En-1 0

0 1

y
~

0

y
~

2

s

y
~

n

=
En- 1 0

0 1
y
~

则它分别对应如下偶、奇两种变换:

y0

y0

s

y0

=
E

( 0)
n- 1 0

0 1

y
~

0

y
~

2

s

y
~

n

y1

y3

s

yn- 1

= E
( 1)
n- 1

y
~

1

y
~

3

s

y
~

n- 1

则

y
T
(C

- 1
n C

-T

n + D
- 1
n D

-T

n ) y

= E
n- 1

k = 0

y
~ 2
k + ( E

n

m= 0

An, m ym )
2
+ ( E

n

m= 0

Bn, m ym )
2

= E
n- 1

k = 0

y
~ 2
k +

1
2
( E

n

m = 0

( An, m + Bn, m ) ym )
2
+

1
2
( E

n

m = 0
( An, m - Bn, m ) ym )

2

= [ y
~ 2

0 + y
~ 2

2 + , + y
~ 2
n- 2 + 2( E

n
2

m= 0
An, 2m y2m )

2
] +

[ y
~ 2

1 + y
~ 2

3 + , + y
~ 2
n- 1 + 2( E

n
2

m= 0

An, 2m- 1y2m- 1 )
2
]

记

A
~ ( 0 )

n = (An, 0, An, 2, ,, An, n- 2 )
T

A
( 0 )
n = ( An, 0, An, 2, ,, An, n- 2, An, n )

T
= ( A

~ ( 0)
n ,

An, n )

A
( 1 )
n = (An, 1, An, 3, ,, An, n- 1 )

T

dn = 2E
( 1 )
n- 1A

( 1)
n

则上式又可写成如下形式:

y
T
(C

- 1
n C

- T
n + D

- 1
n D

-T
n ) y

= ( y
~

0, y
~

2, ,, y
~

n )
I 2E

( 0)
n- 1A

~ ( 0 )
n

0 2An, n
@

I 2E
( 0)
n- 1A

~ ( 0)
n

0 2An, n

y
~

0

y
~

2

s

y
~

n

+ ( y
~

1, y
~

3, ,, y
~

n- 1 ) @

( I + dnd
T
n )

y
~

1

y
~

3

s

y
~

n- 1

由于

I 2E
( 0)
n- 1A

~ ( 0)
n

0 2An, n

- 1

=

I -
1

An, n
E

( 0 )
n- 1A

~ ( 0)
n

0
1

2An, n

I + dnd
T
n = ( I + Endnd

T
n )

2

( I + Endn d
T

n )
- 1

= I + Dndnd
T

n

其中, En =
1 + | dn |

2
- 1

| dn |
2 ,

Dn =
En

1 + | dn |
2

于是,再分别作变换:

y
~

0

y
~

2

s

y
~

n

=

I 0

-
1
An, n

(E
( 0)
n- 1A

~ ( 0)
n )

T 1

2An, n

y
U

0

y
U

2

s

y
U

n

y
~

1

y
~

3

s

y
~

n- 1

= I + Dndnd
T
n

y
U

1

y
U

3

s

y
U
n- 1

则有: y
T
( C

- 1
n C

- T
n + D

- 1
n D

-T
n )y = E

n

k= 0

y
U 2

k

综合两次变换,由引理即得到以下递推公式:

E
( 0)
n =

E
( 0)
n- 1 0

0 1

I 0

-
1

An, n

(E
( 0 )
n- 1A

~ ( 0)
n )

T 1

2An, n

E
( 1)
n = E

( 1)
n-1 ( I + 2DnE

( 1 )
n- 1A

1
n (E

( 1)
n- 1A

1
n )

T
)

由上式可推得:

En = p
T
n

E
( 0)
n 0

0 E
( 1)
n

=
E n- 1 0

0 1
*

( I + Pn

En- 1 0

0 1
Fn

En- 1 0

0 1

T

P
T
n )
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其中

Fn =

0 0

-
A
~ ( 0) T

n

An, n
1

2An, n
- 1

0

0 2DnA
1
nA

1T
n

( 2) 当 n为奇数时, 与上述类似,作变换:

y =
E n- 1 0

0 1

y
~

0

y
~

2

s

y
~

n

=
En-1 0

0 1
y
~

则

y
T
(C

- 1

n C
- T

n + D
- 1

n D
-T

n ) y

= [ y
~ 2

0 + y
~ 2

2 + , + y
~ 2
n- 1 + 2( E

n-1
2

m= 0
An, 2m y2m )

2
] +

[ y
~ 2

1 + y
~ 2

3 + , + y
~ 2
n + 2( E

n- 1
2

m = 0

An, 2m+ 1y2m+ 1 )
2
]

= ( y
~

0, y
~

2, ,, y
~

n- 1 ) ( I + en e
T
n )

y
~

0

y
~

2

s

y
~

n- 1

+

( y
~

1, y
~

3, ,, y
~

n )
I 2E

( 1)
n- 1A

~ ( 1)
n

0 2An, n

I 2E
( 1)
n- 1A

~ ( 1)
n

0 2An, n

y
~

1

y
~

3

s

y
~

n

其中,

A
~ ( 1 )

n = (An, 1, An, 3, ,, An, n- 1 )
T
;

en = 2E
( 0)
n- 1A

( 0)
n

由于

I 2E
( 1)

n- 1A
~ ( 1)

n

0 2An, n

- 1

=

I -
1
An, n

(E
( 1)

n- 1A
~ ( 1 )

n )
T

0
1

2An, n

I + en e
T
n = ( I + Un en e

T
n )

2

( I + Un en e
T
n )

-1
= 1 + Wn en e

T
n

其中, Un =
1 + | en |

2
- 1

| en |
2 ,

Wn = -
Un

1 + | en |
2

则有递推公式:

E
( 0)
n = E

( 0 )
n- 1 ( I + 2DnE

( 0)
n- 1A

0
n (E

( 0)
n-1A

0
n )

T
)

E
( 1)
n =

E
( 1)
n- 1 0

0 1

I 0

-
1
An, n

(E
( 1)
n- 1A

~ ( 1 )
n )

T 1

2An, n

由上式可推得:

En = P
T
n

E
( 0 )
n 0

0 E
( 1)
n

=
E n- 1 0

0 1
( I + P n

En- 1 0

0 1
@

Gn

En- 1 0

0 1

T

P
T
n )

其中,

Gn =

2WnA
0
nA

0T

n 0

0

0 0

-
A
~ ( 1)T

n )

An, n
1

2An, n
- 1

3 数值试验

考虑积分方程

Q
s

0
e
c st
f ( t) dt =

e
s( c s)

- 1
cs - 1

, s I [ 0, 1]

其中 c为正常数,可以验证其精确解为 f ( t ) = e
- t
,

表 1与表 2分别给出了当 c = 1 /2与 c = 1时,在

不同剖分尺度下其数值解与精确解的误差及收敛

率,其中

f
~ h
( t) =

1

3
(4f

h /2
( t ) - f

h
( t) ),

e
h
( t) = f

h
( t) - f ( t), e

~ h
( t) = f

~ h
( t) - f ( t ),

r
h
( t) =

e
h
( t)

e
h /2
( t )

, r
~ h
( t) =

e
~ h
( t)

e
~ h /2

( t)
.

表 1 当 c= 1, 在 t= 1 /2点处, 数值解与精确解的误差及收敛率

Tab le 1 Error betw een num erical solution s and exact solution s as we ll as convergence

rate of num er ical so lu tions when letting c= 1 ang t= 1

h fh ( t) f
~
h ( t) eh ( t) rh ( t) e

~
h ( t) r

~
h ( t)

0. 1 0. 607 017 497 0. 606 533 320 0. 000 486 837 3. 935 463 900 0. 000 000 809 16. 017

0. 05 0. 606 654 365 0. 606 533 193 0. 000 123 705 3. 768 474 367 0. 000 000 050

0. 025 0. 606 563 486 0. 000 032 826
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表 2 当 c= 1 /2,在 t= 1 /2点处,数值解与精确解的误差及收敛率

Tab le 2 Error betw een num erical solution s and exact solution s as we ll as convergence

rate of numer ical solu tions when le tt ing c= 1 /2 ang t= 1 /2

h fh ( t) f
~
h ( t) eh ( t) rh ( t) e

~
h ( t) r

~
h ( t)

0. 1 0. 607 267 130 0. 606 530 212 0. 000 736 470 4. 007 294 285 0. 000 000 446 16. 01

0. 05 0. 606 714 442 0. 606 530 631 0. 000 183 782 4. 001 823 236 0. 000 000 027

0. 025 0. 606 576 584 0. 000 045 924

  数值结果表明递推公式在数值求解中的有效

应用.
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向的转变;三是建立和完善区域灾害信息系统、预

警系统和应急救助系统,借助先进科技手段,将灾

害监测、数据收集整理、评估、预测、管理、应急救

助有机结合起来,以提高区域的综合防灾减灾能

力;四是加强山、河、湖、库的综合治理,改善和优

化生态环境,从根本上优化生态环境,促进生态平

衡,将洪涝灾害控制在最低限度.
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