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摘  要:本文给出了判定广义块严格对角占优矩阵的几个充分条件,并用相应的数值

实例说明了这些结果的有效性.
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Abstract: In this paper, w e obta in several suff ic ient cond itions for identify ing genera lized

b lock strictly diagonally dom inant matrices. The ir effectiveness is illustrated by numerical

example.
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  广义严格对角占优矩阵是一类很重要的特

殊矩阵,它在计算数学和矩阵论的研究中非常重

要,在实际上有着很广泛的应用. 近年来, 国内外

许多学者提出了一系列的实用判定条件
[ 1- 3]

. 本

文在文献 [ 4]的基础上,在点 H - 矩阵判定条件

的基础上,应用矩阵的分块技术,利用 A- 链对角

占优矩阵的性质,给出了广义块严格对角占优矩

阵的几个充分条件.

本文中用 C
n@n
表示 n @ n阶复矩阵集合.设 A

= ( a ij ) I C
n @n

, N = {1, 2, ,, n }, A的比较矩阵

为 L(A ) = (m ij ) n@n,其中

m ij =
 | a ii |, i = j

- | a ij |, i X j

定义 1 设 A = ( aij ) I C
n @n

,若 | a ii |\ E
jX i

| a ij |, P i I N,则称 A为对角占优矩阵,记为A I



D 0; 若 | a ii | > E
jX i

| a ij |, P i I N,则称 A为严格

对角占优矩阵,记为A I D;若存在正对角矩阵X,

使得AX为严格对角占优矩阵,则称A为广义严格

对角占优矩阵,记为 A I D
*
.

定义 2 设 A = ( a ij ) I C
n@n

,若存在 AI ( 0,

1] , 使 | a ii | \ ( E
jX i

| a ij | )
A
( E

jX i

| aj i | )
1- A

, P i I

N, 则称 A 为 A- 链对角占优矩阵, 记为 A I

D 0 ( a );若 | aii | > ( E
jX i

| a ij | )
A
( E

jX i

| aj i | )
1- A

,

P i I N,则称A为严格 A-链对角占优矩阵,记为

A I D (a);若存在正对角矩阵 X,使得 AX为严格

A-链对角占优矩阵,则称 A为广义严格 A-链对

角占优矩阵,记为 A I D
*

( A).

定义 3 设A = ( a ij ) I C
n @n
是可约的,若存

在一个置换矩阵 P,使得 PAP
T
=

D 1 D 2

0 D 3

,其中

D 2, D 3为方阵.否则称矩阵为不可约矩阵.

定义 4 设 A = ( aij ) I C
n @n

,若 | a ii |\ E
jX i

| aij |, P i I N, 且至少有一个严格不等式成立,

P i I J S { i I N B| aii | = E
jX i

| aij | }存在非零

元素链 a ii1
, a i1i2

, ,, ait j
,满足 | ajj | > E

tX j

| aj t |,

P i I N, 则称为 A 具有非零元素链对角占优矩

阵.显然,不可约对角占优矩阵一定是具有非零元

素链对角占优矩阵.

把 A分块为

A =

A 11 A 12 , A 1k

A 21 A 22 , A 2k

s s s s

A k1 Ak2 , A kk

( 1)

这里 A ii (1 [ i [ k )为 ni阶方阵, E
k

i= 1

n i = n.

如果A ii (1 [ i [ k )均非奇异,记T (A ) = ( tij )k @k,

其中

tij =
+A ii +

- 1
, i = j

- +A ij +, i X j
 1 [ i, j [ k.

记 K = { 1, 2, ,, k }, +i (A ) = E
jX i

+A ji +,

S i (A ) = E
jX i

+A j i + , P i, j I K.在本文中,如无特

殊说明,总假定A ii X 0, P i I K; + i > + i (A ) X 0,

S i > S i (A ) X 0, P i I K.本文中 +# +为向量范

数诱导的矩阵范数
[ 5]
.

定义 5 设 A = ( a ij ) I C
n @n

, 分块如式 ( 1),

若 A ii (1 [ i [ k )均非奇异, 且

+A
- 1
ii +- 1 \ E

jX i

+A ij + , i = 1, 2, ,, n, ( 2)

则称 A为块对角占优矩阵,记为 A I BD 0;如果式

( 2) 中的不等号均为严格不等号, 则称 A为块严

格对角占优矩阵, 记为 A I BD;若存在一组正数

( x1, x2, ,, xk ),使得E
jX i

+A ij +xj < x i +A
- 1
ii +- 1

( 1 [ i [ k )严格成立,则称 A为广义块严格对角

占优矩阵,记为 A I BD
*
.

定义 6 设 A = ( a ij ) I C
n @n

, 分块如式 ( 1),

若存在 A I (0, 1],使

+A
- 1
ii +- 1 \ ( E

jX i

+A ij + )
A
( E

jX i

+A j i + )
1- A

,

i = 1, 2, ,, n, ( 3)

则称 A 为 A- 链块对角占优矩阵, 记为 A I

BD 0 (A); 如果式 (3) 中的不等号均为严格不等

号,则称 A为严格 A- 链块对角占优矩阵, 记为 A

I BD (A);若存在一组正数 ( x1, x2, ,, xk ),使得

(E
jX i

+A ij + )
A
(E

jX i

+Aji +)
1-A

xj < xi +A
- 1

ii +
-1

( 1 [ i [ k ) ( 4)

严格成立, 则称 A 为广义严格 A- 链块对角占优

矩阵, 记为 A I BD
*
( A).

定义 7 设 A = ( a ij ) I C
n @n

, 分块如式 ( 1),

若 T (A ) 是不可约的, 则称 A 是块不可约的; 若

T (A )存在非零元素链,则称 A存在块形式的非零

元素链.

1 主要结果

引理 1
[ 2]

 设 A I C
n@n

, A I ( 0, 1], 则 A I

D
*
( A) 的充分必要条件是 A I D

*
.

引理 2
[ 2]  设 A I (0, 1] , A I D 0 (A),若对

满足 | aii | = ( E
jX i

| a ij | )
A
( E

jX i

| a ji | )
1- A
的每个

顶点 i, A都有非零元素链 a ii1
, a i1i2

, ,, ait j使得 j I

JA (A ) = { j I N | aj j | > ( E
tX j

| ajt | )
A
( E

tX j

| a tj

| )
1-A

} X ª,则 A I D
*
.

引理 3 设 AI ( 0, 1] , A I D 0 (A)且 A不可

约, JA (A ) X ª,则 A I D
*
.

引理 4 A I C
n@n

,分块如式 (1),若存在正对

角矩阵 D, 使 T (A )D I D
*
,则 A I BD

*
.

证明  若 T (A )D I D
*
, 则存在正对角矩阵

D 1, 使 T (A )DD 1 I D, 而DD 1仍为正对角矩阵,所

以 T (A )是广义严格对角占优矩阵, 即 A I BD
*
.

证毕.
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引理 5 设 A I C
n @n

, A I (0, 1] , 分块如式

( 1), 则 A I BD
*

(A) 的充分必要条件是 A I
BD

*
.

证明  由于 A I BD
*

(A), 则 T (A ) I

D
*
( A).根据引理 1, T (A ) I D

*
(A)的充分必要

条件是 T (A ) I D
*
,即 A I BD

*
.

引理 6 设 AI ( 0, 1] , A I BD 0 (A)且 A块

不可约, 分块如式 (1), JA (T (A ) ) X ª, 则 A I

BD
*
.

证明  由于 A I BD 0 (A), 则 T (A ) I

D 0 ( A).根据引理 3, T (A ) I D
*
,即 A I BD

*
.

引理 7
[ 6]  设 R, S是任意两个非负实数, AI

[ 0, 1],则有 AS+ ( 1 - A)R \ S
A
R

1- A
.

定理 1 设 A = ( a ij ) I C
n @n

, 分块如式 ( 1),

若存在某一 A I (0, 1],有

R
(A)
] > E

n

i= 1
P

(A)
i >

E
n

i= 1

A(max
jX i

+Aij +)
A
S
1-A
i

+A
-1

ii +
- 1

+ (2A- 1) (max
jX i

+A ij + )
A
S

1-A
i

< 1

和 P i I K, +A
- 1
iI + - 1

+ ( 2A- 1)

(m ax
jX i

+A ij + )
A
S
1- A
i > 0,则 A I BD

*
.

证明  由于 R
(A)
] < 1,于是 H=

1 - R
( A)
]

n
>

0. 显然有 E
n

i= 1
(P

(A)
i + H) = 1, 且 0 < P

(A)
i + H<

1(P i I K ).取正对角矩阵D = diag (d i | d i = P
(A)
i +

H, i I K ),记 B = T (A )D = (B ij ) n @n, 则对 P i I
K,有

+B
-1
ii +-1

- +
A
i (B )S

1-A
i (B ) = +A

- 1
ii +- 1

d i -

( E
jX i

+A ij +dj )
A
( E

jX i

+Aj i +di )
1-A \ +A

-1
ii +- 1

di -

(max
jX i

+A ij + E
jX i

dj )
A
d
1-A
i S

1-A
i

= +A
- 1
ii +- 1

d i - [ max
jX i

+A ij + ( E
n

j= 1
dj -

d i ) ]
A
d
1-A
i S

1- A
i

= +A
- 1
ii + - 1

d i - ( max
jX i

+A ij + )
A
( 1 -

d i )
A
d

1- A
i S

1-A
i

\ +A
- 1
ii + - 1

d i - (max
jX i

+A ij + )
A
[ A(1- di ) +

( 1 - A) d i ] S
1- A
i

= +A
-1
ii +-1

d i + (2A- 1) (max
jX i

+A ij + )
A
S

1- A
i di -

A(m ax
jX i

+A ij + )
A
S

1- A
i

= d i [ +A
- 1
ii +- 1

+ ( 2A- 1) @

(m ax
jX i

+A ij + )
A
S
1- A
i ] - A(m ax

jX i
+A ij + )

A
S
1- A
i

= (P
(A)
i + H) [ +A

- 1

ii +
-1

+ (2A- 1) @

(m ax
jX i

+A ij + )
A
S
1- A
i ] - A(m ax

jX i
+A ij + )

A
S
1- A
i

= A(max
jX i

+A ij + )
A
S

1- A
i + H[ +A

- 1
ii + -1

+

( 2A- 1) (m ax
jX i

+A ij + )
A
S
1- A
i ] -

A(max
jX i

+A ij + )
A
S

1- A
i

= H[ +A
- 1
ii + - 1

+ ( 2A- 1) @

(m ax
jX i

+A ij + )
A
S
1- A
i ] > 0

即 P i I K,有 +B
- 1
ii + - 1

> +
A
i (B ) S

1- A
i (B )成立,

故 B是严格 A-链对角占优矩阵, A是广义严格 A

- 链块对角占优矩阵,由引理 5可知, A I BD
*
.

证毕.

推论 1 设 A = ( a ij ) I C
n @n

, 分块如式 ( 1),

若

R] > E
n

i= 1

max
jX i

+A ij +

+A
- 1
ii + - 1

+ m ax
jX i

+A ij +
< 1

则 A I BD
*
.

证明  在定理 1中取 A = 1即得.

证毕.

定理 2 设A = ( aij ) I C
n@n

,且 A块不可约,

分块如式 ( 1),若存在一个 A I (0, 1]使

E
n

i= 1
P

(A)
i > E

n

i= 1
@

A(max
jX i

+A ij + )
A
S

1- A
i

+A
- 1
ii + + ( 2A- 1) (max

jX i
+A ij + )

A
S

1- A
i

[ 1

和 P i I K, +A
- 1
ii + - 1

+ ( 2A- 1) @

(m ax
jX i

+A ij + )
A
S
1- A
i > 0; 且 存 在 i0 I K,

m ax
jX i

0

+A i0j
+ X m in

jX i
0

+A i0j
+. 则 A I BD

*
.

证明  当E
n

i= 1

P
(A)
i < 1时,由定理 1可知结论

成立. 因此不妨假定E
n

i= 1

P
( A)
i = 1.由于 A是块不可

约矩阵,易知max
jX i

+A ij + X 0. 若不然, A ij = 0(P j

I K, j X i ),于是 A有一个 1 @ ( k - 1)的零子矩

阵, 与A块不可约矛盾,从而 P i I K, P
( A)
i > 0.构

造正对角矩阵D = diag (d i | d i = P
(A)
i , j I K ),并

记 B = T (A )D = (B ij ) n@n,则对 P i I K,类似于定

理 1的证明,有

+B
- 1
ii +- 1

- +
A
i (B ) S

1- A
i (B )

= +A
- 1
ii + - 1

d i - ( E
jX i

+A j i + di )
A @

( E
jX i

+A j i +d i )
1-A

\ +A
- 1
ii +- 1

d i - (max
jX i

+A ij + E
jX i

dj )
A
d

1-A
i S

1- A
i

34 南华大学学报 (自然科学版 )               2010年 3月



= +A
- 1
ii +- 1

d i - (max
jX i

+A ij + )
A
(1 - d i )

A @

d
1-A
i S

1- A
i

\ +A
- 1
ii + - 1

d i - (max
jX i

+A ij + )
A
[ A(1- di ) +

( 1 - A) d i ] S
1- A
i

= d i [ +A
- 1
ii +- 1

+ ( 2A- 1) (m ax
jX i

+A ij + )
A @

S
1-A
i ] - A(m ax

jX i
+A ij + )

A
S

1-A
i = 0

即 P i I K,有 +A
- 1
ii + -1 \ +

A
i (B )S

1- A
i (B )成立,故

B I BD 0 (A).又因为存在 i0 I K, 使得max
jX i0

+A i0j
+

X m in
jX i0

+A i0j
+.由上面的证明过程易知

+B
- 1
i0i0

+- 1
- +

A
i0
(B )S

1- A
i0

(B ) > +A
- 1
i0i0

+- 1
di0

-

(m ax
jX i0

+A i0j
+ E

jX i
0

dj )
A
d

1- A
i0

S
1- A
i0

\

d i0
[ +A

- 1

i0i0
+

-1
+ (2A- 1) (m ax

jX i
0

+A i0j
+ )

A
@

S
1-A
i
0

] - A(m ax
jX i

0

+A i
0
j + )

A
S

1- A
i
0

= 0

即 +B
-1
i
0
i
0
+- 1

> +
A
i
0
(B )S

1- A
i
0

(B )成立,于是 JA (B )

X «.而一个不可约矩阵右乘一个正对角矩阵不会
改变其不可约性,由已知条件 B = T (A )D不可约.

综上,由引理 6可知, B是广义严格对角占优矩

阵,进而由引理 4知, A I BD
*
.证毕.

推论 2 设A = ( aij ) I C
n@n

,且 A块不可约,

分块如 ( 1), 若

E
n

i= 1

m ax
jX i

+A ij +

+A
- 1
ii +- 1

+ m ax
jX i

+A ij +
[ 1

且存在 i0 I K, max
jX i0

+A i
0
j + X m in

jX i0

+A i
0
j +,则 A I

BD
*
.

证明  在定理 2中取 A = 1即得.证毕.

3 数值实例

例  设

A =

6 1 0 1 1

1 6 0 1 1

0 0 6 0 0

3 1 0 6 1

1 2 0 4 6

=

A 11 A 12 A 13 A 14

A 21 A 22 A 23 A 24

A 31 A 32 A 33 A 34

A 41 A 42 A 43 A 44

其中 A 11 = A 33 = A 44 = 6, A 13 = A 14 = A 34 = A 41 =

1, A 31 = 3, A 43 = 4, A 12 = A 32 = ( 1 0), A 21 = A 23

= A 24 = (1 0)
T
, A 22 =

6 0

0 6
.

则 E
4

i= 1

max
jX i

+A ij +

+A
- 1
ii + -1

+ m ax
jX i

+A ij +
=

107
105

> 1.若取 A

=
1
2
,则

E
4

i= 1

A(m ax
jX i

+A ij + )
A
S
1- A
i

+A
- 1
ii +- 1

+ ( 2A- 1) (max
jX i

+A ij + )
A
S

1- A
i

=
5 + 2 + 3 2 + 2 3

12
[ 1

且 +A
- 1
ii +- 1

+ ( 2A - 1) ( max
jX i

+A ij + )
A
S

1- A
i =

+A
- 1
ii + -1

> 0, i = 1, 2, 3, 4.

满足定理 1的条件,故 A I BD
*
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