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一类二阶半线性时滞微分方程的振动准则
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摘  要:建立一类二阶半线性时滞微分方程的几个振动准则. 利用一个新的方法, 得

到所有解振动的一些充分条件, 新的结论改善和推广了一些相关文献的振动准则,给

出的例子用来阐明新的结论.
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Abstract: Severa l oscillation criteria for a class of second- order quasilinear delay d iffer-

entia l equat ion are established in th is paper. Using a new m ethod, som e sufficient cond-i

t ions for the osc illation of a ll so lu tions are g iven, and new results im prove and ex tend som e

sim ilar oscillation criteria. Examp le is inserted to illustra te the results.
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0 引言

考虑如下的二阶半线性时滞微分方程:
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式 ( 1)的一个解 x ( t)称为振动的, 是指它有

任意大的零点,否则就称为非振动的.方程 ( 1) 称

为振动的,是指它的所有解振动.

二阶时滞微分方程广泛地应用于很多学科,

在这里,仅仅讨论它的解振动的充分条件. 最近,

二阶时滞微分方程的解的振动性研究吸引了众多

作者的注意
[ 1- 10]

.如, 2004年, Li和 Zhao
[ 1]
获得了

如下方程的振动准则:
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不过他们证明的定理条件有些严格.

2008年, R ogovchenko和 Tuncay
[ 2 ]
通过引入

函数H ( t, s)获得了下面方程的振动准则:
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2009年, Y e和 Xu
[ 3]
研究了如下中立型方程

的振动准则:
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其中 y ( t ) = x ( t ) + p ( t) x ( S( t) ), 0 [ p ( t ) [ 1.

但是 Y e和 Xu
[ 3]
在条件 l im

1y ]
R ( t) < ] 时的定理证

明是错误的.

同时, Zheng等人
[ 4]
得到了一个类似 (1) 的

强迫方程的振动准则:
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特别是最近, Sun和M eng
[ 5]
研究了如下方程

的振动准则:
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本文的目的借助于新的方法, 推广了方程

( 6)的解振动的充分条件.

1 引理

引理 1 假设 Ai, ki 是正的常数, 而且
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证明: 假设 f ( x )是一个在区间 ( 0, ] ) 上的
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{ a i }, 则 Ai I

[ a, b ], 由凹函数的性质,得到

f ( E
n

i= 1

a i

ki

) \ E
n

i= 1

1

ki

f ( ai ).

令 f ( x ) = lnx, 那么, f (x )是区间 [ a, b]上的

凹函数和增函数,所以
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证毕.

2 主要定理

定理 2 如果
lim
ty ]

R ( t) = ] ( 7)

而且存在一个连续的正函数 Q( t )使得

Q
]

t0

[ Q( t)Q ( t) -
1

M (A+ 1)
A+ 1 @

( Q
c
+ ( t ) )

A+ 1
r (S( t) )

Q
A
( t ) ( S

c
( t ) )

A ] dt = ] ( 8)

其中

R ( t) = Q
t

t0

1

r
1 /A

( s)
ds ( 9)

Q ( t) = q0 ( t) + F
n

i= 1
[ kiqi ( t) ]

1 /ki ( 10)

k1 =
Bn - B1

B2 - A
, ki =

Bn - B1

Bi+ 1 - Bi- 1

( i = 2, 3, ,, n -

1), kn =
Bn - B1

A- Bn- 1

( 11)

Q
c
+ ( t) = m ax {0, Q

c
( t) } ( 12)

则 ( 1)的任意解振动.

证明: 假设 ( 1)有一个非振动解 x ( t), 不失

一般性,设 x ( t)是一个最终正解 (如果为最终负

解,其证明过程类似 ).从而存在一个 t1 \ t0使得

x ( t) > 0对所有 t \ t1成立.根据 (1),得到
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其中 ki ( i = 1, 2, ,, n)如式 ( 11)所定义.利用引
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对上式两边从 t2到 t积分,并令 t y ] , 利用 ( 8),
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注 3: Sun和M eng
[ 5]
中的定理 2是本文定理 2

的特例,此时选择 Q( t) = R
A
( S( t) ).

3 例子

例子 考虑如下二阶半线性时滞微分方程:

( ( x
c
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3
)

c
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2
t )x

3
( t- P) + 3x ( t-

2P) + x
5
( t - 3P) = 0, ( 17)

经计算得 Q ( t) = 3 - sin
2
t+ 2 3, 取 S( t) = t-

3P, Q( t ) = ( t- 3P)
3
则方程式 (17) 满足定理 2

的所有条件,所以,式 ( 17)的任意解振动.

实际上, x ( t ) = sint就是式 ( 17)的一个振动

解.
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