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摘  要:本文应用一种基于调和映射的移动网格方法计算非定常渗流, 该方法将偏微

分方程求解与网格移动算法分开,且需要在新生成的网格上插值更新解.本文通过计

算一个关于梯度的控制函数,使得网格加密与希疏化是随着水力梯度的变化自动实

现的.从而提高整体解的精度.
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Abstract: Th is paper applies mov ing grid method based on harmon ic maps to ca lculate

unsteady seepage, w hich de links the PDE so lver and themesh- mov ing algo rithm and then

requires interpo lating the solution on the new ly generatedm esh. In th is paper, itmakes the

mesh refined or coarsened self- fu lfilling based on the change of hydrau lic grad ient by ca-l

culat ing a monitor function on grad ient so as to enhance the accuracy of the so lut ion.
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0 引言

主要的自适应网格方法有三类, 分别为 h -

方法, p-方法和 r-方法. h -方法, 也就是网格

加密的方法,通过改变节点数目和单元尺寸达到

提高网格求解精度目的. p-方法, 是在局部使用

高阶元的方法, 通过增加单元的多项式插值阶数

提高求解精度. r-方法, 就是移动网格方法,它既

不提高单元的插值阶数,也不改变节点总数,它是

通过改变节点的位置达到反映结构特征的目的.

自适应方法已经在渗流计算中得到一定程度上的

应用推广
[ 1- 3]

, 他们主要是应用 h-方法. h- 方

法在定常渗流计算中所取得的效果是明显的, 但

是对于非定常渗流, h-方法在应用上就有些困难



了.非定常渗流的数学模型是一个发展方程,它的

各要素都是与时间相关的, 移动网格方法正是为

计算发展方程而设计的一种自适应方法.

1 移动网格方法

Dv insky于 1991年提出了基于调和映射的自

适应网格生成方法
[ 4]
, 2001年李若等学者将该方

法发展为一种基于调和映射的移动网格方法
[ 5]
.

这种方法将网格移动和方程求解完全分开, 从而

我们在利用这个方法的过程中, 只需构造一个合

适我们的问题的控制函数即可, 在程序设计上便

于实现.在移动网格方法中,需要引进一个逻辑区

域,网格的移动通过一个由物理区域到逻辑区域

的变换来实现, 物理区域就是计算问题的实际区

域.在我们这个要计算的渗流问题中,物理区域是

一个渗流场 D. 逻辑区域是引进的一个参考区域.

在这里把我们所取的逻辑区域记为 DC. 我们这里

利用的变换是调和映射.

调和映射是由 Fuller于 1944年提出的,后来

在数学物理等领域得到广泛应用,也应用到自适应

网格生成领域
[ 4]
.调和映射是能量泛函 E BC ]

(D,

DC ) y R的临界点,它是调和函数与极小子流形的

推广.能量泛函的 Eu ler- Lag range方程为
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数.

调和映射的首要问题是存在性、唯一性及正

则性. H am ilton, Schoen, Yau等分别在文献 [ 6]和

文献 [ 7]中建立了比较完善的存在性和唯一性的

定理, 定理指出:

若 ( � )DC 的曲率是非正的;

(� )9DC关于 DC 上的度量是凸的;

则对于任意的从 D到 DC 的同胚 «, 都存在唯
一的一个调和映射 N从 D到DC满足 N| 9D = «| 9D .

存在唯一性的结论有利于避免网格缠绕, 但

是其中的第二个条件要求逻辑区域为凸区域, 导

致这种移动网格方法不能直接应用到多连通区域

上的计算.

控制函数是在计算区域上给定的一个正定的

函数矩阵,它是自适应网格方法的关键因素.控制

函数在变分形式上用来控制网格的质量, 并使网

格与物理解相互联系起来. 事实上是要将物理区

域上的度量用控制函数来构造, 将物理区域上的

度量矩阵取为控制函数的逆. 对于控制函数的构

造,在通常的方法中是用数值解的梯度来衡量哪

个地方的解改变得快,从而将网格集中在那里.也

有将控制函数与误差估计联系在一起的
[ 8]
, 还有

关于方向导数的控制函数
[ 9]
, 其原理和关于梯度

的控制函数是一样的.在我们的渗流计算中,水力

梯度是反映水头变化的最重要且直接的因素, 水

力梯度的大小直接反映了水头变化的激烈程度,

从而决定渗流场单元划分的密疏程度, 于是我们

构造一个如下的梯度控制函数

M = [ 0. 1 + ( Ḧ h )
2
] I ( 2)

其中 I是单位矩阵.

网格的移动还要通过移动向量场来实现。假

设已经得到时刻 t的物理网格 T t (其结点记为 X
i

t )

和网格上的水头函数 H h ( t), 通过计算控制函数

M,在网格 T t上求解椭圆方程组

9
9x

i (G
ij 9N

k
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N| 9D = Nb

即可得到渗流场网格的节点 X
i

t在调和映射下的

像 N
i

t,进而得到它与逻辑网格之间的差 DN
i*

= N
i

- N
i

t, 这就是在逻辑网格上的一个分片线性的向

量场 DN, 利用逻辑网格到渗流场网格上的变换的

一阶导数,将它插值为渗流场网格上的一个分片

性的向量场,从而得到渗流场上的每个节点的移

动方向 DX
i, *
, 于是将渗流场网格的节点更新为

X
i

t B= X
i

t + GDX
i, *

( 4)

其中 G是网格移动的步长.

实现网格移动得到了新网格以后, 再在新网

格上进行插值, 更新水头函数 H h. 为此用基函数

将 H h表示出来为H h = N iH i, 两个网格之间的不

同可以表示为分片线性的向量场 Dx = DX iK
i
, K

i
是

线性基函数.使用节点之间的线性变化

X
i
( S) = X

i

S + S(X
i, *
S - X

i

S )  S I [ 0, 1]

( 5)

获得一个同伦.伴随着节点位置的变化,基函数也

将发生相应的变化,成为 N i ( S), 由于基函数完全

被网格所确定,因此将它记为 N i ( x (S) ),其中

x (S) = x 0 + S( x1 - x0 )  S I [ 0, 1] ( 6)

这里 x0是渗流场上的恒等映射, x 1将渗流场中旧

网格单元上的点映射到新网格的相应单元上, 并

且保持点的面积坐标,于是 x 0 - x 1恰好是网格之

间的差异向量场 Dx. 从而, 在同伦路径上有一系

列的H h近似H h ( S) = N i (S)H i ( S), 为了使变换

25第 24卷第 1期             李阳贵等:非定常渗流计算的移动网格方法



以后的 H h的表示形式能够尽量保持不变, 要求

H h ( S) 在离散空间里的弱意义下满足

9H h

9S
= 0

也就是

0 = QD
9H h

9S
Xdx

= QD (
9H i

9S
N i + H i

9N i

9S
) Xdx

这里 X是检验函数,

9N i

9S
= ý N i#

dx
dS

= ý N i # (x 1 (x ) - x0 ( x ) )

= - ý N i# Dx ( 7)

最后解方程

QD ( 9H i

9S
N iXdx = QDH iý N i # Dx Xdx ( 8)

便容易得到新网格上的水头.

2 渗流的有限元分析

由雅可布根据质量守恒原理给出的渗流连续

性方程和达西定律, 可得到非定常渗流的数学模

型
[ 10]

.
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( 9)

和定常渗流的数学模型

9
9x
( kx

9H
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9
9y
( ky +
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) = 0

H |# 1
= h( x, y )  ( x, y ) I # 1
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cos( n, x ) + ky
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2
- q( x, y ) = 0 ( x, y ) I # 2

( 10)

其中, kx, ky 是渗流系数, S s为单位贮存量, q表示

边界上单宽流量, n表示边界的单位外法向量. 在

进行非定常渗流计算时, 可先求得开始时刻的定

常渗流场的水头分布,以作为已知初始条件
[ 11]
.

根据变分原理, 式 ( 9) 的解等价于下述泛函

求极值

I (H ) = QQ
D
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)
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9H
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将渗流场剖分成若干单元后, 渗流场就分解为各

个单元之和, # 2边界则分解为一些线元之和。于

是泛函 ( 11)相应地分解为有关单元泛函之和

I(H ) = E
n

R = 1
eRI D

QQ
eR

1
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对所有单元的泛函求得微分后叠加, 并令其等于

零 (求极小值 ),便得汇总方程

[K ] [H ] + [S ] [H
#
] = [F ] ( 13)

对时间项取隐式有限差分, 便得到非定常渗流有

限元计算公式

{ [K ] v t+ [S ] } [H ( t+ v t ) ] = [ S ] [H ( t ) ]

+ [ F ] v t ( 14)

类似地,可得到定常渗流有限元计算公式

[K ] [H ] = [F ] (15)

3 算例

下面应用移动网格方法对地下水向承压完整

井的非定常运动进行数值模拟. 图 ( 1)是一口承

压完全井的示意图,该井的右边水头高于左边水

头,已知含水层的厚度为 40 m, 渗流系数 kx = ky

= 1. 9 (m /h) , 单位贮存量 SS = 0. 02( 1 /m ), 井内

降水前测得 CD的水头为 180 m, 在距离井壁 CD

100m处的水头为 150 m. 在这个数值模拟中, 以

井的左边区域 ABCD为研究对象, 以每小时 2 m

的速度对井内实施降水. 由于 AB距离水井较远,

井内的降水对 AB影响很小, 所以在整个降水过

程中假设 AB的水头不变. 将上述的数据对应地

代入式 ( 9)和式 ( 10)即可求解. 其中一些结果如

图 ( 2) ~ ( 9).
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图 9 t= 40 h时网格及水头分布 ( 3D )

F ig. 9 Mesh and water head at t= 40 h( 3D)

4 结论

从算例可以看到, 在初时时刻 ( t= 0 h ) , 水

头分布是一个平面,整个渗流场的网格是均匀的

(见图 2、图 3) ; 在 t= 5 h时, 靠近井边的区域渗

流较平缓, 该区域的网格较希疏 (见图 4、图 5 );

在 t= 20 h时, 中间区域渗流变平缓, 网格变希

疏,而靠近井边的区域水头变化加极,网格变稠密

(见图 6、图 7) ;在 t= 40 h时,井边的区域水头变

化更加激烈,网格变得更加稠密,而离井远的区域

网格变得希疏。在渗流的整个过程中,网格在水

力梯度大的地方加密,在水力梯度小的地方稀疏.

在这个例子中,水头差变大时, 网格在靠近井边的

地方加密,而靠近井边的水头分布往往是最引人

关注的,因为像塌方等一些工程事故常常在井边

区域发生.网格在移动过程中结点数不变,也就是

说,在这个问题中移动网格方法在保持计算量不

变的情况下提高了整体解的精度, 也给出了渗流

区域更详细的信息.
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