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基于传递矩阵法分析考虑自重的变截面高墩稳定性
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摘  要:文章基于传递矩阵法,通过将高墩分段,以等截面压杆稳定计算时的场矩阵

为基础,分析了考虑自重的任意变截面高墩稳定性问题, 并导出了其总体传递矩阵及

临界荷载的特征方程.该方法充分利用了传递矩阵法适合电算的特点, 简单快捷、易

于实际应用.
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Abstract: Based on the transferm atrix method and the field matrix of un iform cross sec-

t ion compressive bar to stab ilize by d iv iding a high p ier in sections, the paper analyzes the

stability of the arbitrary variab le cross- sect ion h igh pier w ith its se lf w eight considered,

and der ives its overall transfer matrix and the characterist ic equation of critical load. The

method, making fu ll use o f the advantage o f transferm atrixme thod that is su itab le for com-

pu tation, can be easily app lied.
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  在桥梁设计过程中, 很多桥梁都须跨越高山

深谷, 因此许多桥墩也相应要设计成高墩的形

式
[ 1]

.对于这些高墩, 高强混凝土已经能满足其

截面的强度要求,然而由于构件长细比较大,很容

易发生失稳破坏,从而使控制截面尺寸的关键因

素成了桥墩的稳定性
[ 2]
. 因此, 工程实际中也多

注意到了这个问题,设计中常采用变截面杆件.但

是,在设计时多数情况下没有考虑墩身自重,或采

用了比较繁琐的理论和手算方法来考虑自重, 本

文针对这个问题, 利用传递矩阵法提出了一种适

合电算的分析方法.

1 计算模型

文章以桥梁施工和使用过程中常用的力学模

型 (即桥墩一端固定一端自由的模型 )进行分析,

并且不考虑风、水流以及基础变位等不利因素的



影响. 设桥墩高为 l,墩上分别作用一竖向轴心力

Fcr, 和沿轴向分布的墩身自重力 q( x ),详见图 1.

对于不考虑自重的等截面压杆稳定计算, 其

初始状态量 S0与末端状态量 S之间存在如下关

系
[ 3]

: S = US0

其中场矩阵 U =

1 e2 - e3 /E I - e4 /E I

0 e1 - e2 /E I - e3 /E I

0 E Ie0 e1 e2

0 0 0 1

( 1)

式 ( 1)中,

e0 = AsinAx, e1 = co sAx, e2 = sinAx /A,

e3 = (1 - cosAx ) /A
2
, e4 = (Ax - sinAx ) /a

3

以上各式中, A=
FN

E I
( 2)

对于考虑自重的任意变截面高墩稳定性, 可

将高墩按高度等分成 n段,每段长为 x =
l
n

,再将

各段自重按集中力考虑作用于分段面处, 当高墩

被分为足够多的段数时, 各子段就可按等截面处

理,如图 2所示.

墩体第 i段平均自重线密度用 qi表示,第 i段

平均截面惯性矩用 Ii表示,对于一定的墩体来说,

二者均为已知.

墩体第 i段自重 G ( i) = qi # l
n

( 3)

第 i段承受的轴力

FN ( i) =
E

n

k= i+ 1
G ( k ) + F cr, i I ( 1, n - 1)

F cr,      i = n

( 4)

将式 ( 3) 代入式 ( 4) 得 FN ( i) , 将式 (4) 代入

式 (2)得,再将 Ai、Ii、E、x =
l

n
代入式 ( 1)可得第

i段的场矩阵为:

Ui =

1
sinAix

Ai

-
1 - cosAix

A
2
iE Ii

-
Aix - sinAix

A
3
i EI i

0 cosAi x -
sinAix

AiEIi

-
1- cosAix

A
2
i EI i

0 E IiAi sinAi x cosAix
sinAix

Ai

0 0 0 1

( 5)

其中, Ai =
FN ( i)

E Ii

.

于是得总体传递矩阵

U = UnUn- 1Un- 2, ,U 2U1 ( 6)
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注意到 Sn = UnUn- 1Un- 2 ,,U2U1S0, 在初始

状态矢量 S0中,有两个未知状态量: S0m = M 0、S0n

= FQ 0;在末端状态矢量 Sn 中, 有两个为零的量:

Snk = FQ、Snj = M,则特征方程
[ 3]
为:

¨ = UF
Q

M UMF
Q

- UMM UF
Q

F
Q

= 0 ( 7)

其中, UFQM UMFQ
UMM UFQFQ

是总体传递矩阵

U =

Uvv UvH UvM UvFQ

UHv UHH UHM UHFQ

UMv UM H UMM UMFQ

UF
Q

v UF
Q
H UF

Q
M UF

Q
F

Q

中的元素.

由于墩体各截面特性、弹性模量和自重均为

已知, 故特征方程中仅包含 Fcr 一个未知量, 解特

征方程 ( 7)即得临界荷载 Fc r.

2 算例

一铁路桥墩,墩高 24 m,墩为圆端形截面,其墩

底尺寸参考图 3,具体为: B2 = 350 cm, d2 = 350 cm,

圆端直径变化率为 1 Bm = 1 B60, 墩身混凝土为
C20,考虑变截面及其自重的影响分析其稳定性.

对于圆端形截面,其圆端直径变化率为 1 Bm,

矩形边长变化率为 1 BmB , 为了简化计算, 假设:

m bB 2 = m d2, k = - 2 / ( nd2 ). 则对墩体第 i段有:

I i = I0 (1 + k
i- 0. 5

n
l)

4
, I0 =

B2d
3
2

12
+
Pd

3
2

64
,

qi = q0 (1+ k
i- 0. 5

n
l)

2
, q0 = (B 2d2 +

Pd
2
2

4
) r,

式中, I0、q0分别为墩身底面惯性矩和自重线密

度, r为自重集度 ( kN /m
3
) .

墩身混凝土为 C20, 故 E = 2. 55 @ 10
7

kN /m
2
, r = 23 kN /m

3
, k = - 2 / ( nd2 ) = - 2(60 @

3. 5) = - 9. 5 @ 10
-3

m
- 1

, I0 = 19. 87 m
4
, q0 =

502. 92 kN /m
3
.

图 3 圆端形截面墩底

F ig. 3 C ross - section of the p ier

在分段数 n确定的情况下, Ii、qi可由以上数

据计算得到, 将以上数据及 I i、qi 代入计算模型

中,得到计算结果如表 1.

表 1 传递矩阵法与功能原理计算结果对比

Tab le 1 Com par ison of the results ca lcu lated from transferm atr ix m ethod and work- energy theorem

分段数 n 传递矩阵法计算 F cr / kN 用功能原理计算的 F [4]
cr /kN 相对误差

1 1. 335 8 @ 106

2 1. 519 2 @ 106

3 1. 555 0 @ 106

4 1. 567 1 @ 106

5 1. 572 7 @ 106

6 1. 575 6 @ 106

7 1. 577 4 @ 106

8 1. 578 5 @ 106

9 1. 579 3 @ 106

10 1. 579 8 @ 106

11 1. 580 3 @ 106

1. 591 8 @ 106

16. 08%

4. 56%

2. 31%

1. 55%

1. 20%

1. 02%

0. 90%

0. 84%

0. 79%

0. 75%

0. 72%

  从表 1可以看出, 当所分段数 n逐渐增大

时,用传递矩阵法计算的结果收敛于 1. 58 @ 10
6

附近,当分段数为 7段时,计算结果与用功能原理

瑞利 - 里兹法计算出来的结果相比, 误差已在

1%以内,符合精度要求. 而且随着 n取值在一定

范围内增大,二者误差还在减小. 因此, 本文提出

的模型是可靠的.

3 结语

用传递矩阵法讨论了考虑自重的变截面高墩

稳定性问题,导出了临界荷载的特征方程,并通过

实例与功能原理瑞利 -里兹法的计算结果进行了

对比, 证实了本文公式的正确性.由于传递矩阵法
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适用于一维链式构件的计算, 其计算过程都是矩

阵的依次乘法
[ 4- 5]

,特别适合电算, 因此相对于其

它方法更加方便,适合在实际工程中进行推广.
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