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摘  要:通过用几何分解法对二维平面上的 Possion方程边值问题进行研究.在二维

平面上对有限元空间进行鱼股型剖分,这种剖分具有良好的剖分过渡性,且单元之间

过渡相对平稳.由网格剖分的自适应性保证了计算解的精确可靠. 然后, 利用巧妙的

证明及推理,避开烦琐的计算,从而得出具有较好逼近性的分析结果.
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Abstract: The numerica l ca lculat ion for the boundary value prob lem of Possion equation is

researched on the tw o- dimensional dom ain, using geom etric decomposit ionmethod in this

paper. H ere fish. s drum type m eshes are subdiv ided, wh ich has good subd iv ision trans-i

t iona lty. The transit ion betw een the un its is re la tive ly steady. It is re liable and accurate that

the adaptive of ne t subd iv ision has guaran teed the so lut ion of ca lculat ion. Then, by ingen-

ious ident ification and reason ing, the analysis results w ith good approx imat ion are atta ined,

avo id ing convo luted ca lculation.
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  有限元方法是解微分方程问题 [ 1- 2 ]
的一类数

值解法.基本思想就是把一个连续体人为的分割

成有限个单元, 即把一个结构看成由若干通过结

点项链的单元组成的整体,先进行单元分析,然后

再把这些单元组合起来代表原来的结构. 它的基

础分两个方面: 一个是变分原理, 一个是剖分原

理.从第一个方面看, 它是传统的能量法即李兹 -

伽辽金方法的一种变形. 从第二个方面看则它是

差分方法即网格法的一种变形. 有限元网格生成

就是将工作环境下的物体离散成简单单元的过



程.现有有限元网格剖分方法有拓扑分解法、结点

连元法、网格模板法、映射法和几何分解法
[ 3]
. 常

见的剖分网格有 Regu lar网格, C riss- Cross网格,

Un ion Jack网格, Chevron网格
[ 4- 7]

. 本文在二维

平面上对有限元进行简单的剖分. 将平面剖分为

鱼鼓型,再对其进行分析研究.

1 二维平面上鱼鼓型线性元的计算

设 Pn为 n次多项式函数全体构成的集合.对

应的三角形剖分如图 1.

图 1 鱼鼓型网络剖分示意图

F ig. 1 Subd ivision d iagram of fish. s drum gr ids

剖分节点 ( i, j),插值节点 ( i, j), i, j I Z,

V = {u Bu | e I P1, P e I T且 u I C (R
2
) },

T = { eij Bi, j I Z }.

记 C (R
2
)表示在 R

2
上连续函数的集合,其中

T为所有剖分单元全体构成的集合, Suppf为在某

个有界区间外边为零的一个连续函数 f的支撑,

即在区间外边恒等于零的最小开集. 由图 1可知,

有两种类型的插值基函数. 下面分两种情况进行

详细讨论:

第一种情况,如图 2所示.

U00 ( x, y )满足

¹ U00 (x, y ) I V;

º U00 ( i, j ) = Di0Dj0, P ( i, j ) I Z
2
.

则 SuppU00 = (- 1, 1) @ ( 0, 1) G { ( x, y ) |- 1 <

y [ 0, - 1 - y < x [ 1 + y }.

且有 U00 =

1 - x, e0,

1 - y, e1 G e2,

1 + x, e3,

1 + x + y, e4,

1 - x - y, e5,

0, 其它.

第二种情况,如图 3所示.

图 2 剖分单元示意图

Fig. 2 D iagram of subd iv ision un its

U10 ( x, y )满足

» U10 I V;

¼U10 ( i, j ) = Di1Dj0, P ( i, j) I Z
2
. 其中 Di, j为

克罗内克函数.

则 SuppU10 = ( 0, 2) @ ( - 1, 0) G { ( x, y ) | 0 [ y

[ 1, y [ x [ 2 - y }.
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且有 U10 =

x - y, e0,

x, e1,

1 + y, e2 G e3,

2 - x, e4,

2 - x - y, e5,

0, 其它.

图 3 剖分单元示意图

Fig. 3 D iagram of subd ivision un its

关于结点基函数,我们有

Uk, l (x, y ) =
U00 ( x - k, y - l)   k为偶数;

U10 ( x - k + 1, y - l )  k为奇数;

其中 Uk, l满足下列条件:

¹ Uk, l ( x, y ) I V;

º Uk, l ( i, j) = Dik Djl, P ( i, j, k, l) I Z
2
.

规定剖分结点与插值结点相同, 且插值结点

类型为两类.

Ui, j ( x, y ) =
U00 ( x - i, y - j)   i为偶数;

U10 ( x - i+ 1, y - j)  i为奇数;

进一步,定义区域 8上的能量内积为

a8 ( u, v ) = Q8¨u¨vdxdy.

特别地

a( u, v) = QR 2
¨u¨vdxdy. 同时, 还定义区域

8上的 L
2
内积为

( u, v) 8 = Q8 uvdxdy.
特别地

( u, v) = QR2uvdxdy.
当 i为偶数时,有

在 e0上 Q
1

0 Q
x

0
dxdy = Q

1

0
x dx =

1
2
x
2
|
1
0 =

1
2
.

在 e1 G e2上, Q
1

0 Q
y

- y
dxdy = Q

1

0
( 2 - 2y ) dy = 2

- y
2
|
1
0 = 1.

在 e3上, Q
0

- 1 Q
x

0
dx dy = Q

0

- 1
- xdx = -

1
2
x
2
|
0

- 1 =

1
2
.

在 e4上, Q
0

- 1 Q
0

- 1-x
2dxdy = Q

0

- 1
2( 1+ x ) dx = 2+

x
2
|
0
- 1 = 1.

在 e5上, Q
1

0 Q
0

- 1+ x
2dx dy = Q

1

0
2(1 - x ) dx = 2 -

x
2
|
1
0 = 1.

所以, a (U00, U00 ) =
1
2
+ 1 +

1
2
+ 1 + 1 = 4.

当 i为奇数时,同样可求得

a( U10, U10 ) = 1 +
1
2
+ 1 +

1
2
+ 1 = 4.

类似地,我们可计算 a (U00, U10 ), a (U- 10, U00 )

以及其它能量内积,从而我们有

a( Uk l, Uij )

=

4, ( i, j ) = ( k, l).

- 1, ( i, j ) = ( k + 1, l), ( k - 1, l),

    ( k, l+ 1), ( k, l- 1),

0, 其它.

( 1)

P u I C (R
2
), u在 V上的插值函数 uI定义为

uI = E
( i, j ) I Z2

u ij Uij I V,其中 u ij = u ( i, j).

当 i为偶数时, 有 ( x
k
y
l
, U00 ) e0 = Q

1

0
x
k
( l -

x ) dx Q
x

0
y
l
dy =

1
( l + 1) ( k + l+ 3) ( k + l + 2)

,

同 理 可 求 得 (x
k
y
l
, U00 ) e

1
= Q

1

0
y

l
(1 -

y ) dy Q
y

0
x
k
dx =

1

( l + 1) ( k + l+ 3) ( k + l + 2)
,

( x
k
y

l
, U00 ) e2 = Q

1

0
y
l
( 1 - y ) dy Q

0

- y
x
k
dx =

(- 1)
k

( k + 1) ( k + l + 2) ( k + l + 3)
,

( x
k
y

l
, U00 ) e3 = Q

0

- 1
x
k
(1 + x ) dy Q

-x

0
y

l
dx =

(- 1)
k

( k + 1) ( k + l + 2) ( k + l + 3)
,

( x
k
y

l
, U00 ) e4 = Q( - 1)

k+ l
K

k

1K
l

2K3 =

(- 1)
k+ 1

k! l!
( l + k + 3)!

,

( x
k
y

l
, U00 ) e5 = Q( - 1)

l
K
k

1K
l

2K3 =
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( - 1)
l
k! l!

( k + l + 3)!
,

其中 K1, K2, K3为三角形单元对应的局部面积坐

标.于是

Q8 xkylU00 = (x
k
y
l
, U00 ) = [ 1 + ( - 1)

k
] @

1

( k + l) ( l + 1) ( k + l + 3)
+ [ 1+ (- 1)

k
] (- 1)

l @

k! l!
( k + l + 3)

.

从 而 1
k! l!

( x
k
y

l
, U00 ) = [ 1 + ( - 1)

k
] @

[
1

( k + l)! ( l + 1)! ( k + l + 3)
+ ( - 1)

k @

1
( k + l + 3)!

] .

当 u I P5, f = - $u I P3,由 G reen公式及二

维 Tay lor展式,有

a( u, U00 ) = ( f, U00 ) = E
0[ k+ l[ 3

f
k, l

00

k! l!
( x

k
y

l
, U00 ).

通过前面计算的结果,可知

a( u, U00 ) = f00 +
1
6
f
0, 1

00 +
1
12
f
0, 2

00 +
1
12
f
2, 0

00 +

1

40
f
2, 1
00 +

1

90
f
0, 3
00 .

类似的有

a( u, U10 ) = f10 -
1
6
f
0, 1
00 +

1
12
f
0, 2
00 +

1
12
f
2, 0
00 -

1

40
f
2, 1
00 -

1

90
f
0, 3
00 .

P u I P5,结合式 ( 1)我们可以计算出 a ( uI,

Ui, j ) 在 ( i, j )点的渐近展开式如下:

a( u I, Uij ) = 4ui, j - u i+ 1, j - u i- 1, j - ui, j+ 1 - ui, j- 1

= - $u i, j -
1

12
( u

4, 0
i, j + u

0, 4
i, j )

= f i, j +
1

12
$fi, j +

1

6
u
2, 2
i, j .

] u I P2, a(E u, Uij )

=

1
6
f
0, 1
ij -

1
6
u
2, 2
ij +

1
40
f
2, 1
ij +

1
90
f
0, 3
ij ,  i为偶数,

-
1
6
f
0, 1
ij -

1
6
u
2, 2
ij +

1
40
f
2, 3
ij -

1
90
f
0, 3
ij ,  i为奇数.

( 2)

此处, E u = u - uI.由式 (2)知,当 u I P2时,

a(E u, Uij ) S 0.当 u I P3时, f
0, 1

= (- $u )
0, 1
恒

为一常数.所以

a(E u, U00 ) + a (Eu, U10 ) =
1
6
f
0, 1
00 +

(-
1
6
f
0, 1
10 ) S 0, P u I P3. ( 3)

2 有限元空间中鱼鼓型线性元的计算

考虑如下 Possion(泊松方程 )

- $u = f (x, y ),  (x, y ) I 8 = (0, 1) @ (0, 1),

u |# = 0.

(4)

其中 $是 Lap lace算符
9
2

9x
2 +

9
2

9y
2.

我们定义有限元空间 Vh如下:

Vh = span { <ij B( i, j ) I T },其中 T = { eij B( i,

j) I Z }.显然 Vh < H
1
0 (8 ).

那么方程 ( 4) 的弱解 u 定义为: 求 u I
H

1
0 ( 8 ),使得 P v I H

1
0 ( 8 ),均有

a8 ( u, v ) = ( f, v) ( 5)

其中

a8 ( u, v ) = QQ8¨u¨vdxdy,

(f, v ) = QQ8 f vdxdy.
此时方程 (4)在 Vh中的有限元解 uh为: 求 uh

I Vh, 使得 P v I Vh,均有

a8 ( uh , v ) = (f, v)

引进函数空间 Vh = span {Uij Bi, j = 1( 1)N -

1}.其中

Uij (x, y ) =

U00 (
x - ih

h
,
y - ih

h
), i S 0(mod 2),

U10 (
x - ih + h

h
,
y - ih
h

), i S 1(mod 2),

则容易验证

¹ Uij I C
0
0 ( 8 ),  º Uij ( ic, jc) = DiciDjcj.

为了得到高精度的渐近展式, 我们构造依结

点类型不同而分段光滑的结点函数 gk I Vh,这里

gk是被逼近函数 u的一个线性算子,并且具有如

下结构特点:

( gk ) ij =

0, i S 0(mod 2),

E
A+ B= k

b (A, B)
A! B!

u
AB
ij , i S 1(mod 2),

gk = E
k

(gk ) ijUij.

整体光滑函数 w k满足 - $wk = E
A+B= k

b( A, B)
A! B!

u
AB
.

记 Ih u = E
N

i, j= 1

u ( ih, jh )Uij, g
h

k = E
N- 1

i, j= 1

(gk ) ijUij,

Ehu = u - In u, E
1
hu = Eh u - h

3
g
h

3, E
2
h u = E

1
hu -

h
2
w 4, E

3
h u = E

2
hu - h

5
g
h

5, E
4
h u = E

3
h u - h

3
w 5.
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由上节的推导知 P u I C
6
( 8 ) H H

1
0 (8 ),有

a(E
4
hu, Uij ) = O ( h

4
).

3 收敛性分析的结论

定理 1 若 f I L
2
( 8 ), 则 Possion方程

- $u = f,  ( x, y ) I 8,

u = 0,  ( x, y ) I 98
的弱解 u I H

1
0 (8 ) 存

在且唯一,并有如下误差估计

+ u - uh + s [ Ch
1- s +u - uI + 1 ( s = 0, 1).

证明: s = 1时,由双线性泛函 a( u, v)的连续

性、强制性和正交性,对 P vh I Vh,有 + u - uh + 2
1 [

Ca ( u - uh, u - uh ) = C a( u - uh, u - vh ) [

C+ u - uh + 1 + u - vh + 1, 于是, 由 Cea引理, 得

+ u - uh + 1 [ C inf+ u - vh + 1 [ C+u - u I + 1.

s = 0时,构造辅助函数 w,满足 - $w = u -

uh, w | 98 = 0,则有正则性估计
[ 8 ]
: +w + 2 [ C+ u

- uh + 0. 于是,对 P v I H
1
0 ( 8 ), 有 a (w, v ) = ( u -

uh, v).特别地, 取 v = u - uh,则有 + u - uh + 2
0 =

a(w, u - uh ) = a (w - w I, u - uh ) [ C+w -

w I + 1+ u - uh + 1 [ Ch+w+ 2 + u - uI + 1 [

Ch+ u - uh + 0+ u - uI + 1,从而得到 + u - uh + 0

[ Ch+ u - uI + 1. 证毕.
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