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确定岩体力学参数先验分布的随机加权 Bayes方法
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摘  要:岩体力学参数在进行 B ayes法统计时必须利用先验分布,但经常出现先验信

息少而不能确定先验分布的情况.为了解决小样本条件下先验分布确定的问题, 采用

随机加权重采样技术,产生岩体力学参数再生样本来模拟先验信息的总体分布, 从而

获得岩体力学参数先验信息统计分布的均值与方差, 将其与当前样本分布信息代入

贝叶斯公式,从而实现了对岩体力学参数后验分布的确定. 仿真算例证明, 这种方法

在进行岩体力学参数估计时比经典参数估计方法有更高的精确性.
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Abstract: The pr ior distribution must be used in the statistica l process of m echan ica l pa-

ram eters of rock m ass by Bayesm ethod, but there o ften appears the situat ion that the prior

info rm ation is frequent ly too little to determ ine the prior d istribut ion. In order to determ ine

the prior d istribution under sm a ll sam p les, the random w e ighting samp ling techn ique was

used to simu late the population distribution of the prior in fo rm ation based on the regenera-

t ion sam p le ofm echanical param eters o f rock m ass, thus the average value and the variance

of the prio r inform ation stat istical distribution of m echan ica l param eters o f rock m ass was

obta ined. Substitute the obtained average va lue and var iance and the current sam ple distr-i

bu tion inform ation to the Bayes form ula, then there com es the determ inat ion o f the posterior

distribu tion of m echan ica l param eters o f rock m ass. The simu lation examp le proved that

th is m ethod had a h igher accuracy com pared to the classical param eter estim at ion m ethod



w hen estim at ing them echan ical param eters of rock m ass.
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0 引言

由于岩体是一种参数变异性很大的非均质各

项异性体,因此岩体力学参数 (弹性模量、单轴抗

压强度、抗剪强度等 )统计规律是通过其分布形

式 (正态分布、极值分布等 )和分布参数 (均值、方

差 )来描述的.但由于经济或技术原因,许多指标

实验资料 (特别是现场原位实验资料 )样本常常

太小, 难以进行单独的统计分析.有专家提议借鉴

Bayes方法的思路, 在工程勘查阶段数据不足时,

依据小样本方法计算岩体参数的随机特征; 待施

工过程中积累的知识足够多时, 利用收集的所有

资料进行岩石的分布特征统计. 近年来 Bayes统

计理论在岩土工程中得到了很大的应用. 张广

文
[ 1]
认为: Bayes方法将岩体参数作为随机变量,

且在先验分布基础上根据样本确定参数的后验分

布,和其它估计方法相比,具有优良性和无偏性,

是一种与经典方法不同的、极其有效的统计方法,

在小样本下,引用该方法使推断参数概率分布的

误差较小. 近年来, 有很多学者纷纷针对应用

Bayes估计对岩土工程材料参数估计中的超越概

率作了初步的研究,并验证了 Bayes统计估计方

法对岩石抗剪强度指标统计分析的有效性
[ 2- 3]

.

但是贝叶斯方法是基于观测分布对总体进行

参数估计的一种统计方法, 其前提是任一未知参

数都可以看作一个由先验分布描述的随机变量,

通过计算先验分布与观测样本的联合分布得到参

数的后验分布. 贝叶斯方法成功的关键在于对先

验信息的准确把握,如果未知变量的先验分布信

息不够准确, 容易导致结果的偏差
[ 4]

. 而岩体工

程中通常只能获得有限的或者很少的力学参数样

本,这样岩体力学参数的先验分布如何确定就成

为一个关键问题.本文提出了一种将随机加权法

与 Bayes估计相结合的方法, 即在 Bayes评估框

架下, 利用随机加权重采样技术获得岩体力学参

数的先验分布, 再与当前样本结合从而进行岩体

力学参数估计.

1 基于随机加权的 Bayes方法的基

本原理

1. 1 Bayes方法

Bayes统计理论观点将未知的参数看作是随

机变量,而且在获得统计试验数据前就存在一个

概率分布, 称之为验前分布
[ 5]

. 样本数据下的未

知参数的条件分布称为验后分布, 验后分布是对

未知参数进行统计推断的依据.

假设在一个随机试验中, 有 n个相互排斥的

竭尽可能的事件 A 1, A 2, ,, A n.如果以P (A i )表示

事件A i发生的概率,那么 E
n

i= 1
P (A i ) = 1,记 B为任

一事件,则有:

P (A i | B ) =
P (B | A i )P (A i )

E
n

i= 1
P (B | A i )P (A i )

,

i = 1, 2, ,, n ( 1)

这就是离散情况下的 Bayes公式. 其中

{P (A i ), P (A 2 ), ,P (A n ) }称为验前分布; B为实

验发生的事件; P (A i | B ), i = 1, 2, ,, n为验后分

布,它综合了验前信息和试验所提供的新信息.这

个由验前信息到验后信息的转化, 是 B ayes统计

的特征
[ 6]
.

连续随机变量场合下的 B ayes公式为:

P( H| X ) =
f (X | H) P(H)

Q( f (X | H) P(H) dH
( 2)

其中 f (X | H)为给定参数 H之下的 X的概率密度

函数, P( H)为 H的验前密度函数, P( H| X )为 H在

给定X之下的条件密度函数, ( 为参数空间.试验

之中,如果将 X 看作试验样本, f (X | H)就是 H给

定后样本的密度函数, 常称为样本似然函数.

P( H)反映了试验之前对 H的认识,而 P( H| X )则

为试验之后 (在获得样本X之后 )对 H概率分布特

性的新的认识, 称 P( H| X )为验后分布密度函数.

B ayes统计推断以 P( H| X ) 作为出发点.

1. 2 随机加权法

当岩体力学参数的先验样本数量较少时 (例

如只获得 10个左右的数据 ), 要想获得岩体力学

参数先验分布的均值和方差, 用经典的统计方法

往往不能令人满意, 因此如何利用小子样的样本

信息做出比较满意的结果就非常重要了. 随机加

权法是郑忠国教授在 Bootstrap方法基础上提出

的一种新的统计分析方法
[ 7]
. 它直接利用样本数

据,借助于抽样技术, 通过对观测数据的重新抽样

产生再生样本来模拟总体分布, 从而获得小样本

数据统计分布的均值与方差.其主要思想如下:
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假设岩体力学参数的先验信息 (例如弹性模

量 ) 服从未知分布 F, 未知分布的均值为 L, 方差

为 R
2
. 如果我们通过实验或现场收集到服从独立

同分布的岩体力学参数样本为:

X = (X 1, X 2, ,, X n ) ( 3)

这些参数样本的均值与方差分别为:

�X =
1
n E
n

i= 1
X i, S

2
=

1
n E
n

i= 1
(X i - �X ).

未知分布 F的均值 L,方差 R
2
与收集到的样

本数据获得的均值 �X、方差 S
2
存在一定的误差.记

为:

T
( 1)
n = �X - L

T
( 2)
n =
n

n - 1
S

2
- R

2
( 4)

对于 T
( 1)
n , T
( 2)
n 分别构造随机加权统计量:

D
( 1)
n = E
n

i= 1
ViX i - �X,

D
( 2)
n =
n

n - 1E
n

i= 1

Vi (X i - �X )
2
-
n

n - 1
S

2
( 5)

其中 Vi ( V1, V2, ,, Vn )为服从D ( 1, 1, ,, 1)分布
的狄里克莱随机向量. 该向量可以通过如下方法

产生:

设 v1, v2, ,, vn- 1是 [ 0, 1]上均匀分布的随机

变量 v的独立同分布子样, 按从小到大的次序排

列,记为: v( 1) [ v ( 2) [ , [ v( n- 1) . 同时 v ( 0) = 0,

v( n ) = 1. 这样我们就可以得到: Vi = v( i) -

v( i- 1)  i = 1, 2, ,, n

根据文献 [ 8] ,对于 D
( 1 )
n 和 D
( 2 )
n ,存在如下统

计特性:

E [D
( 1)
n ] = E [ E
n

i= 1
ViX i -

1
n E
n

i= 1
X i ]

=
1

n E
n

i= 1

L- L = 0 ( 6)

E [D
( 2)

n ] =
n
n - 1
[ E
n

i= 1
E [ Vi (X i - �X )

2
] -

E ( S
2
) ]

=
n
n - 1
[ E
n

i= 1

E (X i - �X )
2
- E ( S

2
) ]

=
n
n - 1
[E ( S

2
) - E ( S

2
) ] = 0

( 7)

因此可以得到:

E [D
( 1)
n ] = E [T
( 1)
n ]

E [D
( 2)
n ] = E [T
( 2)
n ] ( 8)

由于上述期望值都是随机性得到的, 从均值

的观点来看 D
( i)

n 和 T
( i)

n ( i = 1, 2),可以用 D
( i)

n 来

近似 T
( i)

n . 因此对于收集到的岩体力学参数样本

(即 X i )来说,只需通过计算机产生 N组 D ( 1, 1,

,, 1)分布的狄里克莱随机向量, 然后计算出 N

组狄里克莱随机向量取均值的随机加权子样, 从

而就可以使用点估计或者区间估计法得到小样本

下的岩体力学参数先验分布特征值的估计值:

L
O
=

1

N E
N

i= 1

[�X - D
( 1)
n ( i) ] = �X - �D
( 1)
n ( 9)

R
O 2
=

1

N E
N

i= 1
[
n

n - 1
S

2
- D
( 2)
n ( i) ]

=
n

n - 1
S

2
- �D

2
n (10)

这就是所谓的随机加权法.作为一种重采样

技术, 随机加权法非常有利于确定未知分布参数

的验前分布,因此本文将其与 B ayes方法结合, 以

使在估计分布函数的参数时有更高的精度.

随机加权 Bayes法确定岩体力学参数的其基

本流程如图 1所示.

图 1 岩体力学参数随机加权 B ayes法流程

F ig. 1 Processmap of random w eight ing Bayes

m ethod of rockmassm echan ical param eters

2 算例

岩体力学参数选择桃花江核电厂粉砂岩的弹

性模量.桃花江核电厂址位于湖南省,该处地质结

构稳定,地震烈度低, 是一个十分优越的内陆核电

厂址. 为了对该厂地进行合理的评估以及为施工

等提供依据,就需对该地区的岩体力学性质进行
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统计. 本文收集到粉砂岩的先验弹性模量只有 6

个, 分别为 ( GPa ): 37. 704, 39. 268, 44. 991,

45. 030, 47. 013, 38. 742.由于收集到的数据太少,

不能使用传统的统计方法, 因此利用上文推导出

的随机加权算法,用 M atlab编写了随机加权重采

样的计算,产生了 5 000个弹性模量的新样本, 该

样本分布的直方图如图 2.

图 2 随机加权抽样直方图

F ig. 2 Random w eigh ting sam ple h istogram

  该抽样得到的弹性模量的先验分布服从正态

分布, 均值为 41. 388 GPa, 方差为 2. 25.

通过实验获得 10个弹性模量的实测数据

( GPa) : 39. 010, 44. 417, 42. 758, 42. 175, 39. 858,

39. 268, 43. 397, 38. 503, 44. 143, 41. 194,

通过随机加权重抽样得到弹性模量的先验分

布函数,然后与实验样本结合,利用式 ( 2)即可得

到弹性模量的后验分布为:

F (x ) =
1

2PQe-
(x- 41. 533) 2

2@0. 6142 dx = < (
x - 41. 533

0. 614
)

为了与经验 Bayes方法对比, 弹性模量的总

体均值均取 40 GPa, 而方差取不同的值. 分别通

过经典估计方法和基于随机加权的 Bayes方法估

计参数,对比结果见表 1.

表 1 弹性模量对比表

Tab le 1 Compar ison tab le of e lasticity m ode l

N (P, R 2 ) 经典法 N ( P, R 2 )
随机加权 B ayes统计法

L的先验分布 R 2的先验分布 (P, R 2 )估计值

( 40, 1) ( 40. 181, 0. 68) N ( 39. 937, 1. 232) N (0. 74, 1. 442) ( 40. 118, 0. 89)

( 40, 3) ( 40. 120, 6. 13) N ( 40. 015, 0. 742) N (7. 15, 2. 012) ( 40. 010, 7. 35)

( 40, 4) ( 39. 773, 11. 08) N ( 39. 768, 1. 112) W ( 4. 88, 15. 40, 2. 30) ( 39. 832, 16. 29)

  表 1中,符号 N表示正态分布, W 表示三参

数威布尔分布.

由表 1可以看出, 在估计样本总体均值时,虽

然经典方法可以和本文提供的方法一样取得较满

意的结果,但对于另一个参数方差, 本文的方法由

于融入了较为科学的样本先验信息,得到的计算结

果则较经典方法更接近于真实值,精度更高.

3 结论

本文在 Bayes统计分析的框架下, 借助于近

代计算机技术, 通过 M atlab实现了随机加权方

法,利用重抽样技术, 对于小样本的先验分布进行
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了合理的模拟, 得出了小样本条件下岩体力学参

数的先验分布,结合试验得到的岩体力学数据,利

用 Bayes统计方法,对岩体力学参数进行了估计.

仿真算例表明, 这种方法能较好地解决小样本条

件下经典方法估计精度不高的问题.
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